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INTRODUGCTION.

En se gardant bien d*avoir le point de vue de Sirius, om peut
dire qu'il y a deux sortes de ¥-calculistes : les logiciens et les infor—
maticiens. A défaut de pouvoir nous classer dans la premiére catégorie,
nous appartenons résolument 3 la deuxidme sorte, car le” A-calcul, gquoique

inventé par les logiciens, a un intéret certaln pour les 1nfoxmat1c1ens.

1y Le j-caleul : modéle de certains langages de programmation :

Le A-calcul, introduit par Church, est un systéme formel per~
mett;ht de définir des fonctions, Eéventuellement partielles, partir
d'un certain nombre de fonctions &lémentaires. Mais, 2 la différence des
fonctions habituellement manipulées, les fonctions du A-calcul n'ont pas
d'arités, c'est-d-dire de nombres fixes d'arguments. De plus, le systéme
est combinatoirement complet, clest-d—dire qu'il n'introduit aucune res-
triction de type sur le domaine des argumenté d'une fonction. On pourra
notamment appliquer une fonetion f & n'importe quel argument, donc # elle-

méme, et considérer l'objet ().

Formellement, le A-calcul est constitué d'un ensemble de
A-expressions et d'un certain nombre de régles de conversion. L'ensemble

des A-expressions construites sur un ensemble C= {cl, c2,...} de constantes

et un ensemble V = {xl, xz,...} de variables est l'ensemble A minimal conte-—

nant V et C qui est clos par les deux opérations suivantes @

- 1'application : si M et N sont dans A, alors (M) est une

A-expression qui représente 1'application de M & N.

~ 1'zbstraction par rapport d une variable : si x est une variable

de V et M une expression de A, alors {(Ax+M) est une A-expression, dont les
variables sont exactement celles de M sauf x, qui représente 1! abstractlon

de M par rapport & X.




Intuitivement, 1l'expression (Ax+*M) représente M en tant aue fonc—
tion de % et on veut donc que ((Ax*M)x) et M représentent un méme objet

(voir Barendregt). Ceci est effectud en introduisant une r@gle de conversionm, |

appelée B-conversion par Church. Par cette régle, toute sous-expression de
la forme ((Ax*M)N) d'une expression P peut €tre remplac@e par la sous-
expression M [x\N], c'est-i-dire par M oil toutes les occurences de la
variable x sont substituBes par N ; ce qui donne une expression Q et nous
ecrirons P » Q cette'opération_de conversion. Par exemple, si C contient
le symbole + et l'ensemble N des entiers naturels, si x et y éont des va-
riables de V et si x + y est une abréviation de la X-expression ({+ x)y),

nous avons les conversiomns sulvantes :

((Axex + y)1) >~ 1 +y
((Ay*x + y)2) > x + 2
((Axex + x)3) » 3 + 3
((Ox=(Ayex + ¥))4)5) = ((Ay*4 + y)5) » 4+ 5
_ Nous avons dit que x n'est pas une va:iable de (Ax*M). On dit
aussi que x est une variable lige de (Ax'M), ce qui améne 3 faire umne
distinction entre les vraies variables ou variables libres et les variables

muettes ou lides d'une expression. Les variables liges sont utilisées

couramment en math&matiques, par exemple dans la notation intégrale

fé f(t)dt ou en logique avec un quantificateur Vx-P (x,y), dy-Q (x,¥)- . ]
Leur comportement est identique dans le A-calcul. Le nom d'une variable
1ide n'a pas d'importance et, par exemple, les expressions (Ax"x +¥)

et (Az+z + y) sont identiques. Toutefois, il faut faire attention dans

un certain nombre de cas ; par exemple (Ax*x + y) et (Ay*y + y) ne sont
pas identiques et dans M [x\N1, ducune variable libre de N ne doit devenir
lige dans M [x\N]. Cela peut se traduire formellement et nous aurons par

exemple les conversions suivantes :



(COxe Qyrx + YY) > ((Azey + 2)x) > ¥y + X

Remarquons dgalement que 1'exemple précédent considére en fait
1'expression x + y comme une fonction des deux arguments x et y. En affet,
dans le A-calcul, comme 1'aBstraction ne permet que de définir des fonctions
unaires, on représente toute fonction de n arguments par une succession de
fonctions unaires. Ainsi, 1'expression M en tant que fonction des '

n variables Xys XpyeroXy est représentée par :
(}\Xl'(?\xz'(...(lxn-M).n.)))

et 1'application d'une fonction f & n arguments X;, X,...X, est représentée

par :
(Con (B DR ) %)

On peut vérifier que ((...((in)xz)...)xh) se convertit en M si
F = (Axl-(kxz'(...(lxn-M)...))) et cela rend cohérent ce mécanisme de
représentation des fonctioms a plusieurs arguments attribué par Church

3 Schonfinkel et encore connu dans la littérature sous le nom de Curryfication

(voir par exemple Milner).

Church considére d'autres fégles de conversion. Ici, nous ne
considérerdns que la B-conversion précédemment décrite. Cette régle for-
malise donc le passage d'un argument & une fonction ou abstraction. Toute
suite, &ventuellement vide, de conversions est encore appelée une ré&ductiom
et une réduction entre deux expressions P et Q est notée P 3 Q. Remarquons
que, puisqu'il n'y a aucune restriction sur 1a formation d'application ou
d'abstraction, le A-calcul permet de décrire des fonctions ou fonctionnelles

dont les arguments et les valeurs peuvent 8tre des fonctions. Cela permet
3 certaines réductions d'8tre plus complexes que celles que nous avons vues

dans les exemples précédents.




Par exemple, si on pose A = (Ax-(xx)), F =\(lx-(f(xx))) et Yf = (FF), on a
(AA)Y ~ (ALY = (AA) » ...
A= (xy))) 3 (yy)

Yo (E(T)) > (£(£(X)) > ...

Cette complexité est telle que le A-calcul sans constantes est un mod&le
général de calculabilité. Les fonctions que 1'on repré@sente dans le
J—calcul sans constantes muni dé la r3gle de B-conversion sont exactement
les fonctions que 1l'on peut calculer par des machines de Turing ou encore
les fonctions récursives partielles de la récursivité selon Kleene. En
effet, Church représente les entiers dans le A-calcul sans constantes .

par des expressions

n = (Af-£) ol £ = (hx+(£(£(...(fx)...))))
n fois

Le prédicat testant si un entier est nul est repré&senté par l'expression
zéro = (Ax+({x(Ay*K))) ol K = (Ax=(Ay*x))

et. on peut vErifier que (((z8ro n)x)y) se réduit em x si D=0 et en
y si n>0. Les op&rations de r&cursions sont introduites en se servant
de 1'opérateur Y = kf-Yf ol Y. a Eté définie plus haut. Comme le

A-calcul est un modele gén€ral de la caléulabilité,;un certain nombre

de probl&mes deviennent indécidables. Par exemple, on ne peut pas dé-
cider si M 3 N, ou bien si le calcul d'une expression M s'arr&te, c'est-— .
d-dire si M se réduit sur une expression inconvertiﬁle, encore appelée

forme normale. En outre, il n'est donc pas &tonnant que le A-calcul.




puisse &tre considéré comme un moddle des langages de programmation,
puisque ces derniers veulent 8tre aussi des modéles g&néraux de la
caleulabilité. Mais il faut faire alors un peu attention, car on veut
dans ce cas manipuler un A-calcul avec constantes plutdt qu'un A-caleul

sans constantes muni du codage des entiers que nous venons de décrire.

En effet, la régle de (B-) conversion est trés proche du
mécanisme d'appel d'une procédure d'un langage de programmation et du
probléme de passation des param&tres. En effet, lorsgu'en ALGOL 60, on

Berit

procédure entiére PLUS (entier %,¥) ;

retourner (x + ¥) ;

on peut représenter cette procédure par la A-expression ((Ax=(Ay-x + ¥)).
De méme, un appel de cette proc&dure et une gvaluation de cet appel cor-

respondent 4 une application et 3 une réduction. Par exemple, on associe

a PLUS (4,5) l'expression ({({((Ax-(lyex + y))4)3) =Met & 1'évaluation

de PLUS (4,5) correspond une réduction
M344+5+09

Cela montre bien que l'on a besoin de régles de conversions annexes sur
les constantes (sur la constante + dans notre exemple). Ces régles sont
encore appelées 8-rdgles par Church [411. Mais la compl&tude combinatoire
du A-calcul permet de modéliser des langages de programmation dont les
procédures peuvent prendre d'autres procddures en argument ou dommner

des p:océdures comme résultat. De tels langages permettent par exemple

d'dcrire dans un langage proche de 1'ALGOL 60

procédure réelle DERIVEE (procédure f, réel x) ;

retourner (limh 5 0((f(x + h) - £(x))/h))

e




ol 1'expression 1imh.+ o (g(h)) représente n'importe quel procédé itératif
calculant la limite de g(h) pour h tendant vers o. Mais on pourrait aussi

écrire

procédure procédure DER (procédure f) ;

ws

retourner {procé&dure réelle (r€el x) ; DERIVEE (£f,x))

Cela autorise l'écriture d'une procédure

proc&dure procédure DER2 (procédure f) ;
retourner (procédure réelle (réel x) ; DER (DER (£)))

-y

.ﬁroche de celles que propose Nolin. On peut donc écrire facilement dans un
tel langage ALGOL étendu des opé&rateurs fonctionnels. La procédure DER
prend une procddure f en argument et rend une procédure comme résultat.

Un tel langage est difficilement compilable et est plutdt inperprétatif.

Les différentes ré&gles de passage d'arguments i une procé&dure (appels par
valeur, appels par nom...) correspondent aux diff&rentes réductions que 1l'on
peut effectuer sur la A-expression assocife & 1'appel. Par exemple, lfexpres-
sion DER (DER(f)) peut €tre &valufe en calculant d'abord 1l'expression globale
ou la sous-expression DER (f). La correspondance entre un langage de type
ALGOL 60 et le A~calcul a &té€ traitée en détail par Landin. Certains lan-
gages de programmation ont &té éonstfuits sur le A-calcul. Le plus connu

est sans doute le LISP de Mac Carthy qui différe cependant du A-calcul par

la régle de portSe des variables liges (voir Gordon). Rappelons Egalement
que le A-calcul contient une expression Y (voir plus haut), opérateur de
"point-fixe", traduisant la récursion qui permet de rendre compte des lan-

gages de programmation ol la définition récursive de procddures est autorisée.

En résumé, le A-calcul est un mod&le simple du mdcanisme d'&valuation
(et plus particuli&rement d'appel de procédure) dans les langages de program- :
mation dont le procédures peuvent prendre comme argument des procédures et

donner comme ré&sultat d'autres procédures,




Ce mod&le est souvent trop général, car les langages de pro-
grammation ont fréquemment des restrictions de type sur les arguments
ou résultats d'une procédure, pour de diverses raisons : sécurité,
efficacité de compilation... Par exemple, un premier type de restriction
est d'interdire aux procddures de prendre comme arguments ou de donmner
comme résultats des proc&dures. Alors un formalisme analogue & celui de
Nivat et Vuillemin pour traiter des schémas de programmes récursifs est
plus adéquat. Un autre genre de restriction peut &tre d'exiger une con-
trainte de type sur les arguments d'une procédure (comme en ALGOL 68).
Alors un formalisme comme le A-calcul typ&, que nous allons discuter
plus loin, ou le langage LCF défini par Milner {voir Berry ou Plotkin)
est aussi mieux approprié. Mais ces formalismes qui sont &quivalents a
des ébus—ensembles du M-calcul ont certaines propri&t@s qui demeurent vraies
dans le A-calcul. Par ailleurs, la simplicité de définition du i-calcul
fait que ces propriétés prennent paxrfois une formulation &légante. Nous
ne prétendons pas que le A-calcul est le modile des langages de program~
mation, mais un modéle suffisamment général ol un grand nombre de propii-

étés des langages de prograrmation s'expriment assez simplement.

2) i-calcul non typé ; A-calcul typé :

La complétude combinatoire du A-calcul rendant bien difficile
1'interprétation intuitive d'expressions de la forme (xx) ou (1x}..., on
s'est longtemps demandé si le X-calcul n'était pas incoh8rent. Une premidre

forme de cohérence a &té montrée par Church et Rosser. En effet, pour toute

A—expression M et pour toute paire de réductions M AN etM3P, il existe
deux ré&ductions N 3 Qet? 3 Q. Cela assure en particulier qué, ¢i M a une
forme mormale, alors cette forme normale est uique. Une deuxiéme forme de
cohérence a été montrée beaucoup plus tard par Scott. Scott a décrit un mo-
deéle fonctionnel du A-calcul fondé sur 1'introduction de pseudo"types et
sur une construction de limite inverse projective qui donme au A=calcul un

comportement asymptotique analogue a celui du calecul typé.Le probléme de car-




dinalité@ qui se pose dans l'expression (xx) (car, si x prend ses valeurs
dans 1l'espace des fonctions de D dans E, il faut aussi que x prenne ses

valeurs dans D) est résolu en restreignant l'ensemble des fonctions considé-

rées 3 un ensemble de fonctions continues pour une topologie sur des treillis
induite par l'ordre "moins défini que'" sur les fonctions. L'existence de ce
mod8le redonna beaucoup de vigueur au A-calcul et & la théorie de la séman-
tique des langages de programmation. Depuis, d'autres interpré&tations du
A-calcul existent, par exemple Pw (Plotkin et Scott), Tw (Plotkin) ou des
mod&les plus Syntaiiques (Barendregt...). Tous reposent sur le méme prin-
cipe de continuité. Les conséquences ou caractérisations syntaxiques de
ces interprétations ont &té& &tudiées par Barendregt, Hyland et Wadsworth.
Mais; nous reviendrons plus tard sur cette notion d'interprétation.
\

En effet, un sous—ensemble strict de l'ensemble des A-expressions,

1'ensemble des A-expressions typBes, ne pose aucun probléme d'interprétation.

Avec la B-ré&gle de conversion, cet ensemble constitue le A-calcul typé&. Un

type est une expression repré@sentant un ensemble fonctionnel ou un ensemble
d'objets. Formellement, le symbole 1 ("individu") représente un ensemble D
donné et, par réccurrence, si a et B sont deux types représentant des en—

sembles Da et D,, la quantité o + B représente 1'ensemble Da 4‘DB des fone-

B’

tions de D, dans D_. Toute A-expression typée M a un type T(M). L'ensemble

B
des A-expressions typfes est 1'ensemble minimal At contenant un ensemble -
Vt de variables typEes et un ensemble'Ct de constantes typdes, qui est

clos par

1) application typée : si M et N sont dans At et 81 t(M) = a > 8
et T(N) = a, alors (MN) est dans At et t{(MN)) = B - o

 2) abstraction par rapport i une variable : si M est dans A et :
si X est dans Vt, alors (Ax*M) est dans At.-De plus, si 1(x) = ¢ et T(M) = B,

alors t{(Ax"M)) = o > B.




Une restriction existe donc sur la formation des applications et
cela interdit des expressioms comme (xx) ou (1x). Le A-calcul typé a la pro-
priété Church-Rosser et a une interprétation intuitive &vidente fondée sur
1a higdrarchie de fonctionnelles associfes aux expressions de type. Mais le
A-calcul typé n'est pas un modéle général de calculabilité, ni un bon modele
des langages de programmation. En effet, la restriction sur les types falt
‘que toute rdduction du A-caleul typé se termine sur une forme normale .
(Sanchis). On dit encore que le A-calcul typé a une propriété dé_normalisa~
tion forte. Si on veut modeler des programmes dont le caleul ne se termine
pas, alors le A-calcul typé est insuffisant. Une solution est d'adjoindre
un op&rateur de récursion Y  pour chaque type o muni d'une nouvelle régle
de conversion permettant 3 toute sous expression de la forme <Ya.M) d'etre
remplacée par (M(Yu M)), si (M) = a. Cela revient exactement a considérer
le langage LCF de Milner. Mais alors des problémes d'interprétation resur—
gissent pour donner une interprétation & (Ya M) . Ces problémes sont toute—
fois moins compliqués que dans le A-calcul non typé (si on ne se préoccupe
pas de mécanisme d'&valuation séquentielle), mais sont en fait résolus de
1a méme mani&re que dans le Arealcul non typé. On parle alérs de'plus pe-’
tits points fixes de fonctioms ou fonctionnelles continues par rapport &
une topologie analogue 3 celle a laquelle nous avons fait d&ja allusion

pour les mod&les du A-calecul {non typé).

Nous sommes 2 présent en mesure de décrire les trois idées sur
lésquelles repose le travail présenté dans cette thdse, Auparavant, nous
signalons que nous ne nous intéresseroms par la suite qu'au seul A-calcul
(non typé) sans constantes muni d'une seule r&gle de conversion, la

g-conversion.

3) Les prédicats bornés :-

Cet argument est technique, mais permet de simplifier un certain

nombre de démonstrations.
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Dans le A-calcul typé&, certains th@orémes sont beaucoup plus fa-
ciles 3 démontrer que dans le A-calcul (non typ&). Le prototype en est le

théoré&me de Church-Rosser.

Fn effet, si on suppose démontrée la propriété de normalisation forte du

A-calcul typ&, le théoréme de Church-Rosser revient simplement 3 montrer :
. » C e . * . *
(i) si M+ N et M> P, alors 1l existe Q tel que N+~ Q et P +~ Q

Cette proposition est particuli&rement simple # démontrer en envisagsant
les différents cas possibles pour deux conversions (€l2memtaires) d'une
meme exPression. Comme toute réduction du A-calcul typé se termine, on

conclut aisément que
. . * * . . * * o
{ii) si M > N et M > P, alors il existe Q tel que N+ Q et P *> Q

Mais la situation diffé&re compl&tement dans le XA--calcul non typé€. En effet,
la propriété de normalisation forte n'est alors plus vérifige et 1la propo—
sition (i) ne suffit pas d démontrer (ii). Pour faire passer une récurrence,

on montre dans le A—calcul général que
(A)!' si M %, N et M= P, alors il existe Q tel que N 3 Qet P 3 Q

ofi v est un type particulier de réduction représentant la contraction simul-
tanée en parall&le de plusieurs radicaux. Unlgégigéélest.toute sous-expression
convertible,.c'est_émdire de la forme ({Ax+A)B). Alors plusieurs techniques
~sont possibles pour démontrer (i)' : soit on consid&re un ordre particulier
pour réduire simultan@ment plusieurs radicaux (en fait de 1'inté&rieur vers
1'extérieur) et on obtient la démonstration de Talt et Martin~Lof, soit on
montre la proposition dans toute sa g&n€ralit& et on obtient la démonstra-
tion de Curry & Feys. La premiére méthode est assez simple, car on peut la
rendre axiomatique, mais toutefois assez longue. La deuxiBme technique est.'

plus compliguée.
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Pourtant, Scott interpr@te le A-calcul (nom typ€) comme ayant le
comportement asymptotique du A-calcul typé. Cette propriété est syntaxique—
ment veproduite par un A-calcul "pseudo-typé" de Hyland et Wadsworth. Ce
Az-calcul est comme le A-calcul géndral, mais toute sous—expression 4'une
expression pseudo-typ€e a un exposant entier positif ou nul. Notons Apt
i'ensemble des A-expressions pseudo-typées. L'opération de conversion ne
diffare de la conversion de A que par la manipulation des exposants. Toute—
fois, la conversion d'un radical ((?\x'U)m V)n n'est autoris@e que si m>o.
Cela entraine que ce A-~calcul pseudo-typé a une propriété de normallsatlon
forte (voir [%]). En outre, pour toute paire de réductions MINetH Irp
du M-calcul ordinaire, il existe une expression U de A £’ 1sonmxphe a
M € A, avec des exposants suffisamment grands et deux reductlons U 3y
et U 3w isomorphes aux deux réductions précédentes. Grice 2 la propriété
de normalisation forte de Ap , on peut donc se contenter de démontrer (i)
dans A . pour assurer (ii) dans AP et donc dans A. On arrive donc ainsi
3 simuler la situation du A-calcul typé dans le A-calcul général grice &

un A-calcul pseudo—typé.

Malheureusement, la démonstration de la proprigté de ﬁormalisation
forte n'est pas simple. La technique précédente semble donc un peu brutale
pour démontrer la propri&té Church-Rosser. Mais, et c'est alors que 1l'on
gagne sensiblement, la méthode précaddente permet de démontrer d'autres
théoremes qui sont faciles & montrer dans le A-calcul typé (gridce 4 la
normalisation forte) : par exemple les thZorémes de standardisation et
des développements finis de Curry et Feys, le théordme des développements
finis généralisés que nous verrons ici, le théoréme de complétude des ré&-

ductions de 1'intérieur vers 1l'ext8rieur de Welch... Nous avons utilisé

cette technique dans [23] pour demontrer cette dernidre propriété.

Si 1z m&thode du A-calcul pseudo-typé& marche si bien, c'est que,
grice 3 ce formalisme, on arrive 2 caractériser des sous—ensembles arbi-
trairement grands de 1'espace des réductions du A-calcul ordinaire qui

ont les propridtés de normalisation forte et de Church-Resser. On peut

.
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donc se demander s'il est possible de caracté@riser ces sous-ensembles di-
rectement dans le A-calcul sans utiliser le A-calcul pseudo-typ&. Cela

constituera notre premi&re démarche.

Dans un premier temps, afin d'éliminer des phé&noménes parasites
dus au fait que les exposants du calcul pseudo-typé prennent des valeurs
entigres, nous tenterons de généraliser le fonctionnement desnexposants
du A-calcul pseudo-typé. Cela nous donnera un A-calcul &tiqueté muni '
d'une B-conversion &tiquetde. La conversion d'un radieal ((lx-U)a V)B
ne sera autorisée que si un prédicat P(o) donné 3 1'avance est vérifid.
'Ce A~calcul sera Church-Rosser et on retrouvera la propriété de norma-
lisation forte si ce prédicat P(c) n'est vérifié que.pbur des &tiquettes
pas trop grandes. On dira encore que ce prédicat est alors borm&. On
pourra donc adopter la technique de démonstration préc&demment décrite
en utilisant des prédicats born&s. Le gain que nous aurons fait en géné&-
ralité par rapport au A-calcul pseudo-typé laissera espérer que 1'on

collera de plus pré&s la propriété syntaxique recherchée.

4) Les réductions optimales :

I1 s'agit de gBnéraliser au A-calcul un résultat de Vuillemin
obtenu pour les schémas de programme récursifs. Un résultat similaire a

été obtenu par Staples pour le cas de la logique combinatoire.

Le probléme est simple & &noncer. Existe-t-il ume stratégie
simple pour réduire toute expression M, qui a une forme normale, jﬁsqu'é
sa forme normale N en un cofit optimal, c'est-3-dire avec un nombre winimal
de conversions &lémentaires ? Si une telle strat&€gie existe, péut—on fournir

un algorithme correspondant pour &valuer les A-expressions de maniére optimale
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Pour attaquer ce probléme, comme le montre Vuillemin, il faut
respecter deux contraintes :

1) on doit &viter de faire des conversions inutiles. Par exemple,
considérons M = ((lx'y)Ml). Cette expression admet la forme normale N =y,
car en convertigsant le radical externe de M, on a M ~» N. D'autres ré&duc-

tions de M aboutissent & N, si Ml n'est pas en forme normale. Par exemple
M (Oxey)iy) > (Qerpdiy) > oee > (Gxey) >y =

ol M, + M, * M+ ... > M. Si M, n'a pas de forme normale, il existe méme

1 2 3 1
des réductions de M qui ne se terminent pas. Or toutes ces réductions ont

N s - . . . s
un cofit ‘supérieur 3 M + N, car elles convertissent des radicaux inutiles

pour obtenir N,

2) on doit &viter de dupliquer des radicaux utiles. Par exemple,
considérons M = A(IX) en posant A = (Ay*(yy)) et I = (Az+z). Il existe une
réduction, de colit 2, issue de M qui atteint la forme normale N = (xx) de M.

En effet, on a
M > (Ax) > (xx) = N

En revanche, toute réduction qui convertit d'abord le radical externe de M

atteint N en un coiit 3. Par exemple
M+ ((Ix)(Ix)) » (x(Ix)) > (xx) =N

Cette dernigre ré&duction a un colit supérieur car on duplique le radical (Ix)

de M que 1'on convertit deux fois au cours de la ré&duction.
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Ces deux contraintes semblent a priori contradictoires. En effet,
la premiére laisse supposer que l'on a toujoﬁfs intérét 3 réduire un radical
externe (qui semble toujours utile). La seconde semble imrdiquer le contraire
et laisse croire que, si une réduction, qui convertit toujours un radical
utile interne, aboutit 3 la forme normale, alors elle ne fait pas de du-
plication et est donc optimale. La premiZre remarque peut se prouver for-—
mellement. La seconde est fausse et cela fait une diffdrence senmsible entre
le comportement du A-calcul et des schémas de programmes récursifs ou de 1la
logique combinatoire. En effet, considérons M = ({Ax*(xI))(Ay-(4(yz)})) ol
A et I représentent les mEémes expressions que préc@demment. L'expression M
a une foxme normale (zz) = N et on a les réductions suivantes issues de M
en utilisant des crochets pour mieux faire apparaitre le parenthé@sage

N

Moo
\\"\
/ ™S
(Tays(A(yz))]1 D) ((AX'(xI)) [aye ((y=z) (yz)) 1)
A (1z)) ([rys((yz) (y2))}1 1)
@ apae),
(2(Iz))  ((d=z)2)
4""'///
//'/

. Figure 1
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Les réductions intermes (3 droite sur la figure) me sont pas optimales. En
effet, elles dupliquent une sous-expression (yz) qui deviendra plus tard un
radical (Iz). Par contre, dans la réduction optimale (& gauche sur la figure),

1a conversion de (Iz) a &té factorisée.

On peut méme combiner les effets de duplication des radicaux utiles
au cours des réductions externes et internes sur 1'exenmple suivant. (On sup—
. prime fréquemment les parenthéses dans les expressions en remplagant
>
(...((MM])Mz...Mn) par MM]MQ...MH quand n=1 et M, MI’ Myy one Mn gsont dans A).

Posons

B; = (AX"XX...X) Fn = (Ax+xIxx...X)
N n fois n fois
G = (hy-d _(yz)) ' = (Ay(yz)(yz)...(y2))
4} n I e — -
n fois

Considérons M = (Fm Gn). Alors on a les réductions

M
= = 4
MI GnIGnGn-..Gn Nl Fm?n
l m fois
= - = ntyotet 1
M2 An(Iz)GnGn...Gn . N2 GnIGnGn...Gn
¥
= = Tt T
M3 AnZGnGn...Gn N3 (Iz)(Iz)...(Iz)GnGn...Gn
n fois
) .
M = LR I L3N I ]
4 (z=z Z}GnGn Gn

S~

N = (zz...2)G'G'...G'
nn n

Figure 2

P

e,
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et la plus courte rdduction de M & N dépend de la valeur de m par rapport
i n. Cet exemple nous rend bien sceptiques. En effet, toute réduction issue
de M fait des duplications de radicaux utiles et il est donc impossible d'&-

viter de faire des duplications quand on ré&duit M.

Pourtant, si on essaie d"imaginer ume structure proche du A-calcul
effectuant des conversions sans duplications, on voudrait qu'une nouvelle
régle =>de conversion corresponde d une opération &lémentaire dans cette

structure de la manidre suivante sur 1'exemple précédent :

En effet, les n radicaux (Iz) de N3 sont des duplications du radical (Iz)
de M2, ne seraient pas dupliqués dans la structure sans duplications et
cela équivaudrait & les contracter simultanément de N3 i N avec un colit

unitaire dans la structure associée. De méme, pour les m + 1 duplications .
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dans M3 du radical An(yz) de M. Cet exemple montre donc que, si une struc-—
ture sans duplications existe, le cofit dans cette structure pour cbtenir
une forme normale peut—8tre arbitrairement meilleur par rapport

au colit avec .

Pour aborder ce probléme de duplications de radicaux, on peut

donc avoir deux attitudes :

1) trouver la structure associe ol aucune duplication ne s'ef-
fectue. Alors, une réduction externe dans cette structure a de bonnes chances
d'étre optimale, car alors on est stir d'effectuer uniquement des réductions
de radicaux utiles. Cette démarche correspond 3 ce que fait Vuillemin pour
les schémas de programme récursifs. De méme, Wadsworth a tenté de trouver
une telle structure pour le A-calcul. Mais la structure de Wadsworth fait
parfois des duplications et n'est pas optimale. Ces deux structures repré-
sentent les expressions par des graphes sans cycles et reposent sur une
idée de partage de sous-expressions. Malheureusement, nous ne serons pas
capables d'exhiber ume telle structure jci. Cela constituera certainement
un Bchec pour l'utilisation pratique de nos résultats. Ce que nous ferons
laissera pourtant supposer qu'une telle structure existe. Néanmoins, il

se peut qu'un argument de complexité rende cette structure inutilisable 2

2) & défaut de trouver cette structure, essayer de définir la
conversion =>dé&sirée, directement avec les moyens du A~calcul. Ceci re-
viendra i définir rigoureusement la notion de duplication de radical. La
relation.é>représeﬁtera la conversion simultanée d'un ensembie maximal
de radicaux dupliqués d'un mBme radical, qui sera censé feprésenter 1'ob—
jet unique converti i la place de cet ensemble de radicaux dans la struc-—
ture assocife. Une suite de conversions —>sera appelée une réduction com—
pléte par duplications ou d-compléte et nous montrerons que toute réduc-

tion externe et d-compléte est optimale.
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La relation de duplication sera définie & partir de la notion de

résidus de radical de Church. Intuitivement, si R est un radical dans une

expression M et si T est tne ré&duction M 3 W, 1l'ensemble des radicaux de N,
qui repr8sente ce qu'il restede R par U dans N, est 1l'ensemble R/V des ré&-
sidus de R par D. Par exemple, les radicaux soulignés de N sont les ré&sidus

du radical souligné de M dans les différentes réductions suivantes :

= AM(Iz)(Iz) + N = (Iz)(Iz)(Iz)
= A(Iz)(Iz) > N = (Iz)(Iz)(Iz)
= A(1z)(Iz) + N = (4z)(1z)

((Ax+dx)z) =~ N = Az

= A(TIz)(Iz) > N = (Iz)(Iz)(Iz)

= (Gxey)(Iz)) >N =y |

= A(I12)(Tz) > (I2)(Iz)(Iz) » 2(Iz)(Iz) = N

R R E R R B =
It

en utilisant la méme sbréviation que dans la figure 2 pour les parenthses
et oli T et A ont la méme signification que dans la figure !. La notion de
résidu dépend fortement de la réduction effectuée. En effet, toujours en

soulignant, on a

M o= (I(Iz)) > N = (Iz)
M= (I(Iz)) » N = (Iz)

selon que 1'on convertisse le radical interne ou externe de M. Dans la 1it-
térature du A-calcul, la notion de résidu a &té longuement &tudiée (voin
Curry & Feys). Elle sert & prouver un grand nombre de théorémes et notam—

ment le théoréme de Church-Rosser. Mais la notion de radical cré& par une

- . -y . . - . * .
réduction 1'a &t& beaucoup moins. Si D est une réduction M -+ N, un radiecal

R de N est crdé par U si il n'existe pas de radical S dans N tel que R ¢ S§/7. |
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_ Pour notre probléme d'optimalit&, nous aurons absolument besoin
de parler des radicaux créés. En effet, des duplications peuvent aussi se
produire sur les radicaux créés. Par exemple dans le cas de la figure 2,

2 3
lons dire que ces radicaux sont des duplications d'un méme objet. Pourtant,

1a r&duction M N1 +> N. + N. crée les n radicaux (Ix) de N3 et nous vou—
ces radicaux me sont pas résidus d'un radical unique de M, N, ou N, le long

de 1a réduction considérée. De méme, en considérant 1'exemple plus simple

suivant @

M= (4 (Ox+(xa))1))

/

P = ((Axs(xa))I) ((Ax- (xa))I)

N

P, = (Ia) (O (xa))T) P, = (Ouxe ()T (1) Q = A(Za)
/ ,/’-’/.

ﬁf///// <e*-“””’;j>kQ§:” |

a((Ax+ (xa)) 1) N = (Ia)(Ta) ((Ax+(xa))D)a
a(Ia) / (Ia)a . ha
a”"f””‘
\ o
2 g
aa

Figure 3




les deux radicaux soulignés de N sont créés par toute ré&duction M I,
Ces deux radicaux ne sont pas résidus d'un radical commun le long de
toute réduction M » P 3 N ,mais le sont le long de M » Q » N .Notons
(R,7) pour signaler que F est un radical de 1'expression finale de 7,11

y a deux mani@res d'introduire la relation recherchée entre deux radicaux

représentés par (R,7T) et (S,D):

1)dire que les radicaux (F7) et (S,D) sont créés de la méme
maniére le long de V.Cela peut se faire en extrayant de U les conversions
qui interviennent dans la création de R ou de S.Et on construira ainsi
un radieal (Ig,Do) noté encore (R,D)0 Par exemple,si U est la réduc—
tion M+ P+ P+ N et Ret 5 sont les radicaux (Ia) de N,on aura

i
(R,D) _=(5,0) _=((1a),¥ > Q).

Dnoter D;DP' 1la concaténation des réductions,poser 0 = D!
pour signaler que P et D' sont deux réductions entre deux mémes expres-—

sions et introduire la relation de duplication
(R,D) < (R',D') ssi dDP" tel que D3D" = D' et R' ¢ R/D”

Alors,si P est la r&duction M P . PI‘+ N et si Pet S sont les radi-
caux (Ia) de N,on a ({(Ia),M + Q) =< (R,D) et ({Ia),M . Q) =< (5,0).0n
peut méme introduire une relation d'appartenance & une méme famille en

fermant la relation précédente par symétrie et transitivité,c’est & dire

(B,D) ~ (F,0") ssi (R,D) =< (R',p') ou (R',D') < (RD) ou
g'il existe (R",D") tel que (R,D) ~ (R",D") ~ (F',D')

Alors tous les radicaux soulignés de la figure 3 sont dans une m€me

famille,

Les deux appfoches présenteront quelques difficultés techni-
ques.La premidre nous fera standardiser les r&ductions,ce que 1l'on
peut faire grice & un théordme de Curry& eys.,La deuxidme posera un
probléme,un peu plus délicat,dfi & 1'incohérence de la notion de résidu

vis 3 vis de la relation = ,que nous avons vue par exemple quand




M= (I(Iz)) = N = (Iz) .En effet,intuitivement,tous les radicaux de 1'ex-
pression de départ sont dans des familles différentes,c’est i dire '
(R,0) # (5,0) si O représente la réduction vide et si R et S sont des
radicaux distincts.Or,dans M = (I(Iz)) ,on montre facilement que les
deux radicaux Ret S de M vérifient (BR,0) ~ (S,C). I1 faut donc res—
treindre la relation = et considérer ume relation plus fine sur les
réductions issues d'une m8me expression. |

Pour cela,on introduira la notion de rd&sidu de ré&duction notée

D/D' si D et D' partent d'une méme expression.Intuitivement, D/Dx
est ce qu'il reste de U aprés avoir effectué P' ¥ ormellement,cela se
définit grice au lemme des déplacements paralléles de Curry® eys.Et la
relation recherchde, que nous noterons ~ sans confondre avec la rela-
tion de famille sur les radicaux,sera

AN

D~7D' ssi D/ =D'/D =0 (réduction vide)

Alors on montrera que (RD) ~ (R',D') ssi (P,‘D)o= (K ,"D')o.,c'est F:1
dire que deux radicaux sont dans une méme famille ssi ils sont créés
de la méme maniére. _

Les réductions complétes par famille seront aussi les rédue-
tions complé&tes par duplication dont nous avons déja parlé et toute
réduction compldte par famille et exterme sera optimale.

Par ailleurs,il se trouvera que le A-calecul &tiqueté dont
nous avons parlé plus haut correspondra exactement 3 la notion de fa-
mille de radicaux.Et la propri&té syntaxique,correspondant 4 la métho-
de des pré&dicats bornés du A-calcul étiqueté,sera exactement la fimi-
tude et 1'aspect Church—Posser des réductions relatives & une réduc-—
tion donnde 3 1'avancel ne réduction relative 2 une réduction U donnée
est une réduction qui ne convertit que des radicaux de méme famille
‘que ceux convertis par U.Nous aurons ainsi généralisé la propriété
de finitude et de Church-Posser des réductions relatives 2 un ensemble
donné de radicaux de Curry& eys,encore appelée propriété E ou thEoréme

des développements finis.




5)Les interprétationg de Herbrand:

Nous reprendrons ce que nous avons fait dans [23,241.11 s'agit
de traiter 1'aspect interprétation du A-calcil de la méme mani&re que
les méthodes développ&es par Nivat ouVuillemin pour les shémas de pro-
gramme récursifsl ne approche similaire a &té aussi faite dans le cas
du A-calcul par Hyland et Welch. |

En connaissant a priori les mod&les de Scott et surtout leur
propriété de continuité sur des structures de treillis, il s'agit de
définir une interprétation syntaxique et libre,c'est & dire avec le
minimum d'hypoth@ses, du A-calcul.Nous partons d'un théoréme de Hyland
et Wadswoxrth sur les approximations d'une A-expression.En effet,dans
les modéles de Scott, toute expression est la limite de ses approxima-
tions ,ce qui est tout & fait souhaitable si on veut gue ces interpré-
tations correspondent 3 1'ensemble des calculs ou r&ductions que 1l'on
fait sur les expressions.Nous poserons donc a priori que toute expres-—
sion est définie par la limite de ses approximations et nous montrerons
que 1l'on peut définir ume s@mantique reposant sur cette seule hypothé-

se.

réductions,propriété soulevde par Welch et dite de complBtude des ré-
ductions fonctionnant de 1'intérieur vers 1'extérieur.Tout réduction
peut-elle 8tre dépassée par ume réduction fonctionmant de 1'intérieur
vers l'ext@rieur? Cette proposition sera montrée avec la méthode des
prédicats bornés du A-calcul &tiquet&, comme nous l'avions fait dans
[231, |

Ainsi toute interpr&tation vérifiant le théoréme des appro-

a,

ximations sera plus fine ou é€gale & notre interprétation..
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6)Plan de la thése:

Dans le chapitré I , nous donnons les définitions &lémentai-

res du A-calcul.
Tans le chapitre I1 , nous introduisons le A-ecalcul &tiquetd@

et nous appliquons la méthode des prédicats bornés pour redémontrer

les thdorémes classiques du A-calcul: Church-Rosser, standardisatiom,
développements finis.Nous introduisons 1'équivalence -~ par permutations
sur les réductions issues d'une m@me expression.Nous montrerons que la
relation U ~ D'est vérifige ssi les réductions @tiquetes correspon—
dantes donnent la m8me expression étiquete., On montrera que la réduc-—
tion étiquetde induit une structure de treillis sur 1'ensermble des ex-
pressions Btiquetées. Nous introduirons la relation de famille sur les
radicaux et nous montrerons le théoréme des développements finis géné-
ralisés avec la mBthode des prédicats bornés.

Dans le chapitye ITI,la notion de famille de radicaux est

étendue & la notion de familles de sous—contextes &tiquet@s.Ceci nous
permettra de montrer gue deux radicaux sont dans une m@me famille ssi
ils sont créés de la méme manidre.Toute famille de radicaux ne contien—
dra qu'une seule paire (®,7) canonique telle que U soit standard et
gdndre le radical F. En outre nous montrerons que deux radicaux sont
dans une m@me famille ssi ils ont méme &tiquette dans le A-calcul éti-
quetd (moyennant une condition tx&s simple sur les étiquettes de 1'ex~
pression initiale). '
Tens le chapitre 1IV,nous parlerons de notre interprétation

du A-calcul.Nous montrerons que certains ré&sultats de Berry sur 1'aspect
séquentiel de 1'interprétation y sont vérifiés.De plus,la correspondan-
ce avec des sémantiques opérationnelles est étudiée,

Dans le chapitre V, la correction et le cofit des réductions

sont &tudids et nous montrons qu'un certain nombre de r&ductioms sont
optimales,notamment les réductions sures (et complétes) qui générali-
sent une définition de Vuillemin pour les shémas de programmes récursifs.
Ces réductions optimales seront aussi définies,gr@ce # 1'interprétation,

pour les expressions qui n'ont pas de forme normale,
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Enfin,dans les appendices, nous indiquons la méthode par la-

quelle nous avons obtenu le A-calcul @tiqueté en généralisant le A-cal-
cul de Hyland et Wadsworth. De plus,nous montrons comment on peut dériver
par homomorphismes d'autres A~calculs existant et,par comnséquent,leur

aspeet Church-Rosser ou fortement normalisable.




CHAPITRE T

SYNTAXE

e B e B

Nous rappelons bridvement les notions 6lémentalires du A-calcul,

1) Définition du langage des XA-expressions : (Church [417).

_ Soit un alphabet V = {x,y,z*++} contenant un nombre dénombrable de
lettres encore notées v, ,V,,Vq,*** et un ensemble S = {(,),r} de symboles
particuliers. Le langage A(V), ou plus simplement A des l—egxpressions est
‘le sous-ensemble minimal de 1'ensemble des mots sur S et V, c'est 2 dire de

. %
(s+V)", contenant :

(1) = si =xeV
(2) (MN) si M,Neh
{(3) (AxM) si Meh et xeV

Une expression de la forme (1) est dite &tre ume variable, une de

1a forme (2) une gpplication et une de la forme (3) une abstraction,
Nous utilisons un certain ncrmbre d'abréviations destinfes & res—

treindre 1'utilisation abusive de parenthéses (voir Church [M1);

Régle 1 : L'omission des parenth@ses ( ) dans (MN} est autorisée,

quand on peut le faire sans ambiguité, (MN) pouvant Etre 1'expression com-
pléte considérée ou simplement ume sous-expression. Pour de telles paren—

théses omises, la régle & suivre est l'association vers la gauche, Par
N 3

exemple @
fxy ' est une abréviation de ((£x)y)
(xy) " " (£(zy))
fxyz " " (((fx)¥)2)
f(xy)z . n " ((£(xy))=)

f(Axx)y " " (£(3xx))y)







Régle 2 : Nous ajoutons & S un nouveau symbole "." et toute sous-

.
e e e .

formule de la forme :

Ax (MN) pourra &tre notée AxeMN
Ax (AyM) " " AxeAyM
AXY 1) i AX'Y

Régle 3 : Nous supprimons autant que possible les 2, c'est 3 dire :

.
et e

(OxysMR) signifie (Ax-ly MN) ou (x(Qy o))
(Axyz*MN) signifie (Ax*Ay+iz MN) ou OxQy ez

etc...

Régle 4 : Nous permettons 1'omission des parenthéses les plus externes
dans (AxeM), ou dans (Axy+M), ou dans (Axyz+M), etc... quand ces expressions
constituent 1'expression entigre (et non une sous~expression).

Nous représenterons parfois les A-expressions par des arbres dont les
feuilles sont des variables et dont les noeuds sont de deux sortes : des noeuds
binaires pour chaque application et des noeuds unaires étiguetés par les sym—
boles "\x" ofi xeV pour désigner une abstraction., Ainsi, 1'expression _

(Ax+xx) (\y-yz) est représentée par 1l'arbre :

Ax Ay

X X v z

Un contexte est une A-expression, dans laquelle une sous-expression

n'existe pas. Un contexte est donc une l-expression avec un trou. Autrenment

dit, un contexte C[ ] est :

(v [ 1
(2) (ﬁC'[ N si Meh et C'[ ] est un contexte
(3) (C' [ JM) - " 17

) xc't D si xeV et C'[ ] est un contexte




Nous utilisons pour les contextes les mémes abréviations que pour

les A-expressions et par exemple :
Axy-[ Jyx signifiera (xQy (T Iy

Posons CI ] = Axy-[ Jyx. Par C'], si M est une A-expression
quelconque, nous désignons 1'expression obtenue en insérant.M entre les
symboles [ 1 du contexte désigné par C[ 7, et en supprimant les carac—
téres [ ] ou en les remplacant par ( ) selon cue la syntaxe des A-expres—

sions 1'exige ou non., Par exemple :

clz] = AXyszyx
CIx] = AXy*Xyx
CMx+x] = Axye (Ax+x)yx

Sous forme d'arbre, le contexte C[ ] précddent s'écrira :
Ax

Ay

y
‘17 ‘

Nous considérerons également des contextes & plusieurs trous, dont

la définition est analogue 3 la précédente mais autorise 1'omission de plu-
sieurs sous-expressions. Nous 8crirons &galement C[ J pour un tel contexte

qui sera donc de la forme :

(y [ 13

(2) x

(3) (CII' ]Cz{ 1)

{4) (AXCI{ §))
si xeV et le 1, sz ] sont des contextes & plusieurs trous. Nous aurons -
alors quelques difficultés pour indigquer le nombre de trous d'un tel con~-. .

texte et pour désigner chacun de ses trous. Si nous tenons & préciser tous




les trous d'un tel contexte C[ 1, nous &criroms €[, ,*+, 1. 8i pous mne
voulons préciser qu'un , deux, trois ... trous, mous écriroms Cl 3 1,

e , 3 1,¢el,,; Jetc... . Le symbole "M gert done i indiquer gu'il
‘reste encore un certain nombre (éventuellement nul) de trous mom précisés.
Remarquons que nous n'avons fait aucune hypoth&se sur 1l'ordre des sous—
expressions manquantes dans un contexte # plusieurs trous. Par exemple,

si Al 1
A[xl,xzj = lxy-xzyxl. Mais upe fois le choix fait, nous nous y tiendrons.

[

axy*[ Jy[ 1, nous poserons Afkl;xzﬁ = AxXyex,¥yx, ou
Donc si par exemple Afxi,xzj = AXY*X ¥Xp, alors pour toutes expressions M
et N on aura A[M,N]1 = ixy-MyN. En fait, cette imprécision ne nous génera
pas.

Un contexte C[ 1 3 plusieurs trous est un contexte Eréfiwe de
1'expression M s'il existe un n2o et des expressions HI’MZ’...Mﬁ tels que

M=CM

-I,Mz,o--Hn]. Sous forme d'arbres, on 2 :

Tous préfixe CI[ J d'une sous-expression de M sera appelé un

(u,cI 1,M) défini de la maniére suivante :

(1) ¢! 1 a pour coordonndes (e,Cl 3;M) si CT 1] est un préfixe

de M(oii ¢ feprésente le mot vide).




(2) ¢l
‘et si C[

(3) ¢l
et s1 C[

(W cr
et si1 CT

]

a pour

est le

a pour

est le

a pour

est le

coordonnées (qu ,Cf ] JM) si M = Axe N]

sous-contexte de M L de cocrdonrBes (ui,Cr ],Nl).

coordonnées (Iul,C[ M) 51 ¥ = NIMZ
sous—contexte de Ml
coordonnées (2u2,C[ 1, M) giM=M MZ

sous—contexte de ¥, de coordonn€es (u,y,CT

de coordonnées (ui,CF ],Ml)

} SNZ) .

Intuitivement, le mot u représente le chemin issu de la racine de

1'arbre représentant M qui méne au sous-contexte C[ 1. CGraphicuement :

Enfin, Ia tazlle [Fﬂde la A~expression N sera le nﬂmbxe de noeuds

davs 1'arbre qui la représente. Formellement :

Il =

v =

I = 1+ ] +

Pl

si M,Ned et xeV

IlNil




2) Régles de convexrsion @

Une méme variable x peut avoir plusieurs occurrepces dans une
expression M, Pour une occurrence donnée de x dans M, considérons le con-
texte C[ 1 & un seul trou formé par 17expression M dans lacuelle nous
remplagons cette occurrence de X par { 1. Nous avons done M = C[x] et nous

dirons que cette occurrence de x est une occurrence liée de x dans M, s'il

existe deux contextes C'[ 7 et C"[ 7T tels aque ¢[ 1 = C'[Ax-C"[ 11. Toute
occurrence de x qui n'est pas une occurrence life est appelée occurrence

Ilibre de x dans M,

Une variable qui a des occurrences liBes est une variable lice.

Une variable qui a des occurrences libres est une variable libre. Remarquons

gue dans une m@me expression une variable peut 8tre a la fois libre et liée.

De plus les variables liges d'une expression sont celles qui suivent immédiate~
ment un A dans cette expression. Les ensembles VARLIR(M) et VARLIE(Y) des
variables libres et lides d'une A-expression M sont exactement dé&finis récursi-

vement de la maniBre suivante 3

VARLIE(x) = @
VARLIE (MN) = VARLIE(M) U VARLIE(N)
VARLIE (\x-M) = {x} u VARLIE(¥)

VARLIB(x) = {x}
VARLIB(MN)} = VARLIE(M) u VARLIB(X)

VARLIB(Ax+M) = VARLIB(M) - {x}

La substitution de x par N dans M, not8e M[x\N] , est d&finie

récursivement par :

x[x\N] = N

y[x\N] = y si x#y

(') Ix\NJ = (M[x\NJ M'{x\ND)
(AxM) [x\ND = Ax-M

Oy ) T=\N]

définie par :

azs (MIy\z][x\N]) si x#y et ofi z est la variable



1) si x¢VARLIB(M) ou y#VARLIB(N), alors z=y
2) sinon z est la premidre variable de la liste VisVgstte

gui énumére V telle que z#VARLIB(M) u VARLIB(M)

Autrement dit, M[x\NJ] est 1l'expression obtenue en substituant
toutes les occurrences libres de x dans M par 1'expression N. Remarquons
en outre que toute variable libre de N reste libre dans M[x\NJ]. Ceci
n'était pas le cas pour les contextes puisqu'une variable peut &tre libre

dans N et ne pas 1'@tre dans CIN], si C[ 1 est un contexte,.

On consid®re généralement les rdgles de convérsions suivantes :
g=gonversion : toute sous—expression de la forme Ax+M peut Etre

rewplacée par Ay*MIx\y] si yéVARLIB(M)

B-conversion : toute sous—expression de la forme (Ax-M)N peut Etre

rerplacée par M[x\N]

n-converston i toute sous-expression de la forme Ax+Mx peut Stre

remplacée par M si x¢€VARLIB(M).

Toute sous—expression de la forme Ax+M, (Ax-M)N, AxMx (si x£VARLIB(M))
est appelée un radical. Nous avons donc des a-radicaux, g~radicaux, h-radicaux.
Par la suite, nous ne considérerons que o et B conversioms. Intuitiverment,
la o~-conversion signifie que 1'on peut renommer les variables muettes que
sont les variables lides et la B-conversion indique que 1'on applique une
abstraction & un argument. Nous notons les relations induites par ces con-

versions de la mani8re suivante :

(1) M+ M'signifie que M donne M' par application d’une régle de

conversion & un radical R de M.

R : A .o : . ' s
(2) M>M¥' a le méme sens que précédemment mals permet de préciser
le radical R sur lequel la conversion s'effectue.(Dans une méme expression,

il peut vy avoir bien sfir plusieurs radicaux).

(3) M > M ou M M précise le type de la conversion effectude,
o B P yP .




% .
(4) M > M' signifie que M' s'obtient de M par un nombre
(éventuellement nul) de conversions. Nous dirons encore gu'il y a une

réduction de ¥ a M' ou que M' est dérivable de M.

Nous combinons ces notations pour obtenir :

R R
M > Mt M 3 M'. M 5 LETL N-m—g M! dont les sens sont 1mmedlats.
3
Si M > 5 N', nous dirons encore que M' s'obtient de M par contrdaction du

radical R de M, le c¢ontrdctum de R dans M' Etant la sous-expression cor-

respondant 2 R dans M',

Convention : Nous ignoroms autant que possible par la suite les

- conver51ons et chaque fois que nous parlerons de conversions ou de
xeductlons, pous voudrons dire B-conversions ou B-réductions. De meme,
1'8galité entre deux expressions sera toujours comprise comme 1'égalité

wodulo quelaues a-conversions,

Considérons quelques exemples de réductions. Posons

= AR*x,0 Ax'xx,Yf = (Axef{xx)){(Ax-f(xx}). On a :

i

Tx + X
AL > DA + AR ees

Y, £(7) > F(E(E) > E(E(E(T,))) »ee

AOXxy) + (xexy) Qxexy) » (Axexy)y + ¥y
(Axy+xy)ab > (Ay+ay)b =+ ab
(Axyexy)yx » (hz+yz)x > yx

’//;7 Ila \\\\\\\Eg

(Axexa) (TI) Ia > a

\\\\:5 (Ak'xa)l ///;ﬁ

normale telle que M 3 N. On dira aussi que M est alors normglisable. Dans




les exemples préc&dents, seuls AA et Yf n'ont pas de forme normale., Une

-~

de M aboutissent & une forme normale. Dans les exemples précédents, toutes

les expressions normalisables sont en fait fortement normalisables. Mais,

par exemple, si K = Axye*x et A = Ax+xx, l'expression Ka{AA) est normalisa-
ble sans €tre fortement normalisable. 8i M est fortement normalisable,

un argument simple (gui utilise en fait le lemme de Koenig) indique qu'il
existe une plus longue ré&duction issue de M. La profondeéur de 1'expression M
sera alors la longueur de cette ré&duction (c'est 3 diré son nombre de contrac-—
tiong é€l&mentaires). Cette notion sera tr8s importante tout au long du pro-

chain chapitre, car nous ferons constamment des ré€currences sur cette cquantité,

3) Radicaux résidus : (Church 11

. R . . s
81 M >~ N, tous les radicaux de M autres que R ne disparaissent pas
dans N et peuvent 8tre inchangés, modifiés, déplacés ou dupliqués dans N.
La notion de résidu va nous permettre de dire ce gu'il en advient. Nous

donnons deux définitions (Equivalentes) de cette notion,

s as . o R R . .
Définition 1 ¢ Si M > N et si § est un radical de M, les radicaux

résidus de S dans N sont définis de la manire suivante si on pose

R = (Ax*A)B, S = (Ay*C)D et R' = A[x\B] :

Caé_l_: R = 8§, Alors § n'a pas de résidu dans Ni
Cas 2 : R et S sont deux sous-expressions disjointes. Alors
M = C[R,8] et N = C[R",;8]. Si CI[ 1 =C[R'; 1, le radical S a comme ré&sidu

son homologue dans N tel que N = CIFS].

Cas 3 : S contient R, Alors M = C[S] et § = clnﬁ.], On a donc

e s o

N = C[CITR'J] et S a comme ré@sidu unigue le radical S' tel que N = C[8'],

Cas 4 : R contient S. Deux cas sont possibles :

e ]

cas 4.1 : 8 est dans A. Alors M = C[R1 et A = CIFS];
On a done N = C[R'] ofi RY = C]FS]fx\B]. Posons S' = SI=x\3B1, Czr 1= Clr TTx\B7}
et 03[ 1= Cszf 11. Le radical $ a corme résidu le radical S' tel que

N=c3[s'3. _ B
cas 4.2 : § est dans B, Alors M = C[R] et B = CEFSJ. _
Done N = C[A[x\C,[S]]] et les différentes occurrences de S dans A[X\CI{S]} A

sont les r@€sidus de S. Remarquons que x peut ne pas’ exister dans A. Dans ce

cas, S n'a pas de résidu,




si M3 N, les résidus dans N d'un radical R de M sont obtenus par
fermeture réflexive et transitive de la notién"précédeute. Autrement dit,
les résidus dans N de B sont les résidus des résidus de R dans I, si
M+ Ml 3w, Remarquons que cette définition est dépendante de la réduction
utilis@e pour aller de M & N, Il se peut gque deux réductions différentes
entre M et ¥ ne domment pas.le mémes ré&sidus pour tout radical de M, En
effet, prenons M = I(Ix) oi I = Ay+y. Appelons R le radical externme M et S
M

le radical internme. On a M E N et¥M § N gi N=71Ix. Or §S a un régidu dans ¥

pour la premi@re réduction, mais n'en a pas pour la seconde.
Sous forme d'arbre, les différents cas de la définition précédente
sont résumés par la figure I,

N

e

(Ax»P,)0=R,

_.........>

~

O‘Xz;'Pa)QfRN

Figure 1.

O i
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: S
i e DBfinition 2 :

Les résidus sont peut @tre définis plus rigoureusement en faisant
appel 3 une technique de soulignement (voir Barendregt [4 7). Consid&rons

1'extension suivante du langage des A-expressioms.
R = {x,MN,Ax-M, Ax-M)N}  si xeV et M,NeA
L'opération de substitution M[x\N] pour M,¥eA est dé&finie comme

précedemment avec la nouvelle régle :

(QysM") [x\N] = (QyMIEANDM' F\NT)

en ignorant les problémes de c-conversion., Et nous considérons comme B-régles
le remplacement de toute sous-expression de la forme (Ax*M)N ou (&E:EZE par
M[x\N1. Alors si Mch et M > N, les résidus dans ¥ d'un radical R de M sont
obtenus en soulignant R dans M (ce qui nous donne une expression M' de A)

et en considérant la ré&duction isomorphe Mt X ¥'. Les radicaux de N qui

correspondent & des radicaux soulignés de N' sont les résidus de B dans N.
P g

Cette d&finition est clairement identique & la précédente., Ft en
considérant encore M = I(Ix) oii I,R;S ent les mémes significations que plus

haut, on a I(Ix) g.EE.Et I(IE)'§ Ix,

4) Conclusion et digcussion

Tant que nous considérerons le A-calcul, muni de la B-régle, comme
un langage de programmation, les définitions précédentes nous suffiront,
On considérera toute abstractiom comme une procddure 3 un argument et la
p-r8gle représentera 1'appel d'une telle procé&dure. Les différentes ré&ductiops
d'une expression donnde correspondant donc aux différentes régles de passage
des paramétres d'une procédure, Un tel langage de programmation est pufemeﬁt"f_f
applicatif et ne contient donc pas d'instructions impératives telles que

1'affectation de variable que 1l'on rencontre fréquerment dans les langages

de programmation usuels. Donc d'up point de vue informatique, le A-clacul ne
fait que donner une description simple du mécanisme d'appel des procédures,
mais ces proc@dures peuvent prendre en argument des proc&dures (y compris elie~

méme) et donner comme résultat d'autres procédures.

Nous serons également amenés 3 parler de la "valeur™ d'une A-expressiom

(voir chapitre IV ), pour pouvoir parler du résultat donné par une r&duction.
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L'interprétation du A-calcul a semblé& Etre longtemps un sujet mystérieux.
En 1969, Scott [3¥F] proposa un mod&le du A-calcul et depuis un certain
nombre d'autres interprétations existent. Nous ne saurcons faire ici une
discussion mathématicue sur ces modé&les (voir Barendregt r1,5 1), Mais
certains aspects syntaxiques du A-calcul ont pris un &clairage nouveau
(Barendregt [47, BStm [ 471, Byland [131, Xlop 941, Plotkin [331,
Wadsworth [4Y47, Welch [4%]). C'est ce que mous essaierons de retenir ici,
Et nous utiliserons et interpréterons syntaxiguement l'affirmation cour—
ramment r&pandue que toute A-expression est interprétée dans les modéles
de Scott comme la limite d'expressions normalisables. C'est ce qui fait

1'objet du prochain chapitre.
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CEAPITRE It

THEOREMES DE CHURCH-POSSER ,
DE STANDARDISATION, DES DEVELCPPEMENTS FINIS
ET DES DEVELOPPEMFNTS FINIS GENERALISES

Nous redémontrons les th2orémes classiques du A-calecul (en espérant

le faire de maniZre originale) et nous introduisons d'autres propriétés.

1) UN A-CALCUL ETIQUETE : !

Yous allons introduire un A-calcul Etiqueté qui va se révéler @tre
un outil trd®s utile par la suite. On pourra ainsi approximer toute A—eXpres-
sion par des A-expressions étiquetées fortement normalisables, c'est 3 dire
dont toutes les réductions aboutissent & une forme normale ; de plus, ce
a-calcul &tiqueté aura une propri&té Church-Rosser, assurant ainsi 1Tunicité
de la forme normale pour les r-expressions étiaquetées fortement normalisables.
Ceci nous permettra de démontrer des théorémes du A-calcul non étiquet&, qui '
habituellement comportent des récurxences complexes dues 2 des problémes de
terminaison, sans nous poser de problémes de longueur, La méthode sera tou-
jours la méme : en utilisant le A-calcul &tiquetd, mous nous raménerons au
cas oit les expressions sont fortement normalisables. Ainsi on montrera les th€o-
rémes de Church-Rosser, de standardisation, des développeméntémiiniérét; plué{i "
tard, des dével@ppem§g§$ fini§_généraliSESQ§En outre, e A-calcul Etiquetd |
sera un outil précieux pour parler de la notion de résidu et pour détecter
les phénomdnes de duplication qui se posert dans le A-calcul, Enfin, il
serble qu'un certain nombre de A-calculs, le A-calcul typé, le X-calcul de
Wadsworth [44], celui de Morris r¢81 s'obtiennent par de simples homomor-
phismes sur les manipulations d'étiquettes. On obtient donc, en corollaires,

certaines propriétés de ces A-caleuls, par exemple la normalisation forte

de toutes leurs expressions.
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Un moyen d'obtenir ce A-calcul &tiqueté est décrit en appendice,
Signalons que des A-calculs analogues existent : ceux de Vadsworth T443
et Morris [28] d&ja cités, la méthode de soulignémentrt("underlined method™)
utilis&é¢ par Batendregt['ii. Ces deux derniers ont les mémes propriétés que
notre calcul &tiqueté, mais seulement pour une &tape de réduction "parallgle".
Finalement, 1'utilisation de ce A-calcul pour détecter les dﬁpiications eat
1'adaptation (non immédiate) au A-calcul de ce due fait Vuillemin [43] pour -
les systimes de fonctions définies récursivement. Maig nous donnerons ieci
une interprétation de ce formalisme en termes du formalisme du A-calcul non
gtiqueté,

En fait, l'utilisation du A-calcul de Wadsworth M441 aurait été suf-
fisante pour la partie 1. C'est ce cui est fait pour le probléme des réduc-
tions de\l'intérieur vers l'extérieur dans {23%]. Son utilisation pour
le théoréme de Church-Rosser a &té suggdré 3 1'auteur par G. Plotkin et
R. de Vrijeq i Swansea en 1974, Nous fendons done systdmatique cette utilisa-
tion avec le A-caleul étiqueté qui est peutiétre légérement plus compliqué,
rmais qui nous permettra cde démontrer d'autres propriétés, La définition de

ce formaliswe dtiqueté a déj3 &té faite dans[24].

1.1, Syntaxe :

Nous disposons d'un ensemble infini de lettres E, = {a,b,c**+} et
nous considérons 1'ensemble E' des étiqueties comme Etant 1'ensemble des
mots formés sur 1l'alphabet E0 avec un niveau quelcongue de soulignement et

surlignements. Ainsi E' contient :

a si ael

0
af si o,ReE!’
o "
‘C“ n

En considérant le méme ensemble V de variables aue pour le A-calcul

normal, l'ensemble Ae(E',V), encore noté Ae, des A-eapresaions étiqueties
est le plus petit ensemble contenant :
o .
X si xeV,ceE' et M,Nel
e
(MN)a ) 1" "

O " n




La concaténation a+M d'une &tiquette aeE’ et d'une A-expression
Etiquetée est définie par :

g af

gexX = X
a-(i\xM)B
w0 = om

(AXM)GS
Yo

La substitution d'une variable libre x par umne expression &tiquetde N -

dans une expression €tiquet@e M, notée M[x\NJ], est définie inductivement par :

xC[xXN] = a°N

yO\N] = y© |

M) BAND = Qo TN M, BAND®

(lx'M)a[k\N] = (Ax-M)a

Oy \N] = (zeMiy\z1=\ND* s xfy

et z est définie par :
1) si x¢VARLIB(M) ou y¢VARLIB(N), z=y
2) sinon 2z est la premidre variable vi'de V telle que :
z¢ VARLTB (M) u VARLIB(N) _ _
et ol M[y\z] signifie la substitution de y par z dans M{{il n'y a qu'a
prendre la définition précédente de la substitution et supposer que 1T&ti-

quette de z est une Etiquette vide).

1.2,: Conversions :

. . . ' ' o . a
a~-conversion : toute sous-expression de la forme (Ax-M) peut Etre

remplacée par (Ay’M[x\y])a*; olt y est supposé &tiqueté par le mot vide, si

y£VARLIB (M) .

B~conversion : toute sous—expression de la forme ((Ax-M)aN)B peut

Stre remplacée par R-a-M[x\a+*N] . De plus, cette conversion ne s'effectue

que si un prédicat P(d) donné est verifié. (*)

Comme pour le A-calcul ordinaire, nous avons la méme notion de

radical, Le degré d'un f-radical ((AX-M)QN)B sera 1'étiguette a, Une expres-

sion sera en forme normale si elle ne contient pas de radicaux B-converti-

bles. Donc une expression en forme mnorxmale pourra contenir des radicaux dont

le degté ne vérifie pas le prédicat P. Nous dirons gqu'une expressiom est

normalisable s'il existe une ré&duction issue de cette expression aboutissant

{(*)Remarquons que la concaténation est associative et que sa précé&dence par

rapport & la substitution n'a aucune importamce (voir 1.3.1) .
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2 une forme normale. Une expression est fortement normalisable si toutes

ses réductions aboutissent 3 une forme normale, Dans ce cas, nous parlerons
de 1la Efgiéﬂdéur_de cette expression comme dtant la longueur de la plus
longue de ses réductions (voir chapitre I). Naturellement, nous ignorons
autant que possible les o~conversions, 1'&galité de deux expressions devant
souvant 8tre comprise comme 1'palité modulo des c-comversions et chaque
fois que nous ne précisons pas le type de la conversiom, il faut bien siir
comprendre B-conversion., En résumé, le A-calecul étiqueté ne différe du
i-calcul ordinaire que par la manipulationjd'étiquettes et par la présenece
du prédicat P donné qui restreint 1'ensemble des réductions considérées 3
partir d'une expression dornde. C'est le prédicat P qui nous permettra de
simuler le comportement de toute expression par celui d'une expression for-
tement normalisable,

5,
hY

Sous forme d'arbres en plagant les Etiquettes sur les ares, la

régle de conversion est représentée par :

oy

. R o . . e .
siM>Net R = ((Ax8) T)B. Un exemple de réduction &tiquetée est le suivant

,“.

v

15
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Exemples de ré&ductions Ztiquetées

1)Deux réductions donnent une méme expression dans A,mais pas dans Ae.

(On suppose P(a) = vral pour tout a de E)

Exemple 1.1:

aﬁhhﬁ
N
Ay 2
c
F
X
y

Zégqhﬁgfgg‘

Exemple 1.2:




2)Une expression de A peut ne pas avoir de forme normale,mais peut devenir

fortement normalisable dams A avec des prédicats P particuliers.

Consid&rons les Ai de 1'exemple précédent et posons
m _n,1k : k1
U.= 1 n p = . A, P
i ((Ax(x x)7) Ai) Vi,j ((mk Ai) (nE_AJ))

L'ensemble des réductions issues de U0 varie avec P comme:suit:

Considérons P' = {k}, P, = {b}, P, = P, u {dbf},

3

sont permises.Pour chaque Pi,l'expression Vi :

est la forme normale de UO.
]

P = P._ y {hdbfebf}, P! = P, u P'.Pour chaque P,,seules les réductions U 3y,
2 —_ - i i i 0 i
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Enfin # partir du paragraphe 1.4, nous ne considérerons plus que
1'ensemble Ae(E,V), gque nous appelerons aussi A, des expressions étique-
tées par 1'ensemble E contenant :

a s1i aeEO et «,B,veE

aBy

oBy

I1 est clair que cet ensemble AE(E,V) est fermé par réductions,

c'est 3 dire que NeAe(E,V) si MeAe(E,V) et M X N,

1.3. Le théoréme de Church—-Rosser pour les expressions fortement normalisables :

1.3.1, ‘Lemme ! ¢ a+*(M[x\NI) = (a-M) [x\N] : ;
Démonstration : par cas sur M. Posons EI = g« M[x\N]} et E2 =_(a-ﬁ)[x\N].

"

Cas 1 : M = xs. On a E] as{(R+N) et E2 = (0B)-N et 1'associativité

de la concaténation implique El = EZ“
Cas 2 : M = YB- Alors El = Ez =-yaB. _
Cas_l_’:“ HE tly!Ml)Ba Alors E] = (XY.MI FX\NJ)“B - Ez'
Cas & + M= (MM, Alors E, = Qf BT i pawD®® = £
. 172 ] 1 ‘o X\N | = E,. 0

1.3.2, Lemmeé 2 : Si x#y et si x n'est pas libre dans N*, alors :

MEANIIYAN'D = MI3\N"1[=\N[y\K' 1]

Démonstration ¢ par récurrence sur la taille de M, Posons

E, = ME\NI[y\N'] et £, = MIy\N"T[x\N[y\N'1].

Cas 1 : M = x. Alors EI = (a-N)Y[y\N'] et EZ = g (N[y\N'1) car x#y
par hypothése. Le lemme 1 implique El = EZ' ' = ' '
Cags 2 : M = yd. Alors E] = gN' et E2 = (a-N") [x\N[¥\N']1].

Or, par hypoth&se, x n'est pas libre dans N'. Donc E2 = a*N' et E! = E2°

Cas 3 : M= 2" off z#x et zfy. Alors E, = E, = 2°.

Cas 4 : M = (Jtz-M]) » On a El = E2 par récurrence €lémentaire sur M]. :

(Nous ignorons toujours les probldmes dus & la a-comversion),

Cas 5 ¢+ M = (M]Mz)aa Ce cas est identique au précédent en récur- .

rant sur Ml et MZ' 0
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1.3.3, Lemme 3 : Si M+ M', alors M[x\N] » M'[x\N]1,

Démonstration : par récurrence sur la taille de M,

o . . . .
Cas 1 : M =x, Ce cas est impossible puisque M~ M!.

Cas 2 : M (Ay-MI)a. Alors M' = (?\y-}!;)a ol M, ~ M; puisque le
radical contracté est dans M,, Par récurrence, M, X\N] ~ l"; [x\N]., Donec.

I
MIx\NT » M'"{x\N].

Cag 3 :+ M = (Mleju et le radical contracté n'est pas l'expression M

toute entidre, On fait, comme dans le cas précédent, une récurrence sur M, ou M,

Cas 4 : M = ((;\Y'M])GMZ)B > M = B&--M1 [V\.‘i'Mz] et P(o) est vral.

Nous ignorons toujours la a-conversion et nous pouvons donc supposer y non 1libre
dans N et x#y. On a donc MIx\N] = ((Qy+M, Fx\N'I)aMé l'x\N.'J)B et
MUI\NT = (BaeM, [y\g+M, 1) [x\N] .
Ba-M][y\g_sz'] Ix\N] (par le lemme 1)
Bo M [ANT[y\ (o= ¥,) \NJ] (par le lemme 2)
Boi 2, [x\N1 [y\_o_sz fx\N1] {par le lerme 1)

It

]

L]

Donc, comme P(a) est vrai, om a M[x\N] » M'[x\N]. [

] i
Corollaire : i M 5 M', alors Mix\N] > M' [x\NI.

1.3.4; Lemme 4 : Si M > M', alors a*M =+ oa*M'.

Démonstration : par cas sur M, Le seul probléme se pose quand

1'expression M totale est le radical contracté de M & M', Alors
M= ((J’\x-M])BMz)Y et M' = YE-M] [’X\E-Nz]. De plus, on a P(B) vrai. Donc
oM = ((hx-Ml)BMz)uY et a+M' = ﬂ'(YE‘Ml fi:\.js_j}fz]) = onr'é'-l\’.f1 l'x\_B_-MZJ en se

servant du lemme 1. Comme P(B) est vrai, om a o+M > oM. [

, Corollaire_ Si M ket WM-'_-,- malofs aeM 3 aeM',

t

1.3.5, Lemme 5 : Si N > N', alors M[x\N] 3 MIx\x'1.

Démonstration : par récurrence sur la taille de M.

Cas 1 : M = xu. Alors M[x\NJ]i= a+N et MX\N']1 = a-N', Donc le

. . - 4 - K .
lemme 4 implique o*N 3 osN', c'es 3 dire M{x\N] > M[E\N'].




¢ MIX\N'] et on a

It

Cag 2 : M ya oli y#x. Alors M[x\N] =

bien ya 3 yae

)

Cas 3 : M

a MBANI = QM AN et MEx\N'T = Qy+M, [=\N' 1. Or par récurrence
Ml [(x\N] 3 Ml x\N']. D'olt M[x\N] hd ME\N'T.

(}\y-Ml) . Alors, en ignorant la a¥conver’sion, on

E-a_s 4 + M = (MIMZ)OL' Cas analogue au précédent en r&currant suy

M et M O

1 2°

3 7__7_'_'? - : )
Corollaire :- 81 M3 M' er N 3 N, alors MIx\N] 3 M!'[\N'] |

1,3,6., Lemme 6 : Si M + M' et M » M", alors il existe N tel

que M’ FWetm I,

Démonstration : par ré&currence sur la taille de M.

o ' . . .
Cas 1 : M =x . Ce cas est impossible puisque M + M!,

Oy¥)%. Alors ¥' = (y-))® et ¥ Qy-w®
ol M, - M]' et M, M'l'. Par récurrence sur M,, on a M; 3 N, et M'l’ 3 H,.
Donec, on prend N = (J\y-N])Gl

H

%]
il
w
™
=
1

o . .
Cas 3 : M = (MIMZ) et 1'expression M toute entigre n'est pas le
radical contracté entre M et M' ou entre M et M", Alors on effectue une

récurrence sur Ml et Mz, analogue au cag précédent,

Cas 4 @ M = (OxedM, )P+ gaem, {y\a- Jlemerw S,

Cas 4.1.: le radical S est dans F] Alors Ml > Mi et M" = (O\X"ﬂ' )C‘N

On a M" ~» BE'ME fx\g‘."MZJ = N. Or, comme M, - M;, on a, 'par les lemmes 3 et 4, N' -
Cas 4.2 : le radical S est dans 142 Alors M M, M' et M" = ((}LX°H ) M‘

Donc M" - BE-M] [x\g’-Mé‘] N, Et, puisque M2 > MP, 1es lemmes 4 et 5 1mp11quent :

Mt 3,

Cas 5 : cas symétrique du précédent. [I

* .
1.3.7. Proposition : 81 M est fortement normalisable et si M > M]

et M 3 Mz, alors il existe N tel que N] 3N et M2 in
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Démongtration : par récurrence sur la profondeur de M, prof(M).

si prof (M) = 0, alors M = M, = ¥,. Sinon, on a M + ' 3w, et o 3w,

Par le lemme 6, il existe P tel que M] 3ret M2<i P. Donc, comme

prof (M') < prof(M) et prof(M") < prof(¥), on a par récurrence P1 et P2

tels que : M1 3 P], P 3 P, et M2 3 P2’ ? 3 Py De plus, prof{(P) < prof(M).
Done, par récurrence, comme P > P] et P > PZ’ on a un ¥ tel que Pl‘i N et
P, 3N, D'od M, 3 P, Inerw, 32, 3w O

Les expressions fortement normalissbles ont donc la propriété

Church-Rosser.

1.4, Le théoréme de standardisation pour les expressions fortement normalisables :

\

1.4;1. Ré8duction standards, normales ; Radicaux plus & gauche 3 définition:

D&finition : Dans une expression M, nous dirons que le radical P est

plus 4 gauche que le radical S ssi R contient S ou si, R et § étant disjoints,

R se trouve 3 gauche de S,
€3] I R Rt1
Définition ¢ La réduction M = Mo-w» M]-—+ e —ﬂ-Mh est‘standard ssi

pour tous i,} tels que 1<i<j<n le radical Ri n'est pas un ré&sidu d'un radiecal

1 -
Rj de Mi~1 plus 3 gauche que R,.

Les réductions standards travaillent donmec de 1'extérieur vers 1'in-
térieur et, par convention, de la gauche vers la droite, Un cas particulier

P S - PR . - . .= 3 ; :
des réductions standards est la r&duction normale-

Définition : Une réduction qui consiste # contracter toujours le

radical le plus & gauche est appelée umne réduction normale.

. . x * . - . '
Notations : Nous &crivons M—3 N pour signaler que la réduction est

- * - - +
standard. De méme, nous posons M ——> N pour une réduction normale.

1.4,2, Définition : Nous considérons la fonction Fon définie de

la manié&re suivante :
Fon ((kx-M)a)
Fon ((MW)%)

Oxe)”
Fon(aE-Pfx\E:N]) 51 Fon(M) = (lx-P)8

(x)Cette définition provient de Curry&Feys{143.



_ Par Fon(M), nous dé&signons donc la premiére abstraction obtemue en
effectuant la réduction normale de M. Cette fonction n'est donc pas définie

* . .
pour tout M. Et nous avons M EB;E Fon(M) si Fon(M) est défini,

1.4.3, Proposition : Toute ré&duction M—§€+ (lx-N)? est de la

* * .
forme M EE;;HFOH(M)_EE* (Ax=N) ",

Dé&monstration : par récurrence sur la longueur 1 de la ré&duction

M'§E+ OxeM”, si 1=0, alors M = Fon(M) = Ox-m°. si 10, raisonnons par

cas sur M,

Cag 1 3 M = (Ax-Ml)“, Alors M = Fon(M).

]

B B g :
Cas 2 : M &'(---((xGM]) EMz) 2-¢'Mn) R Ce cas est impossible, car
M ne peut se {Eé?ir? sur (lx-N)a. |

Cas 3 : M = (== (({Qy*P) Q) M) ) M) ~--Mn)_(5“. Considérons
1'expression Ml telle que M 5 MI—EE+ (Ax-N) soit la réduction standard consi-
dérée de M & (lon)u. Le radical R est forcément le radical le plus & gauche
de M., En effet, comme la ré&duction M 3 (Ax-N)OE est standard, si le radical |
le plus 3 gauche de M n'est pas contracté entre M et M], on ne peut contraéw
ter ses résidus par la suite et donc on aboutirait 3 une expression de la
méme forme que M qui n'est certainement pas une abstraction., Donc R est le
radical le plus 3 gauche de M et par récurrence NI'EEEE Fon(M )-E+ (Xx'N)

D'oli M ~m—¢ Fon(M)~u—+ {(Ax- N} N

1ib.4, Prop051t10n QI M est fortement normallsable, alors pour tout N

tel que M 3 N, il existe une r&duction standard M—-?-N
Démonstration : par récurrence sur <prof(M),”M">oﬁ prof (M) est la
profondeur de M et “M" la taille de M, Si prof(M) = 0, alors ¥ = N et la

proposition devient triwiale. Si prof(M)>(, raisonnons par cas sur M.

e
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Cas 1 : M %", Ce cas est impossible, puisque prof (M)>0.

Cas 2. s M

]

(J\x-MI)a. Alors N = .(Ax'Nul‘)aet Ml 3 Nl' Or

prof(Mli = prof (M) et ﬂM1H<"M[]. Done, par réecurrence, om a Mq/—> N,.
D'oli I*I'—S“'%' N.

Cas 3+ M= (Mle)a. Deux sous-cas se présentent :

cas 3,1 : Ona N = (1\111\12)& et la réduction M iy consiste a
réduire M1 et Mz separement Donc Nl 3 N] et I-‘z > Nz. Par ré€currence,
w*
— W
on a M-l N] et MZ—--—*NZ. D'ott (M 2) —s-—-**(l\le) ot +( 11\12) , 51 bien
que M—é-E"*N.

cas 3.2 : La reductlon M—-;l\’ gse décompose de la manire suivante :

= (M )°‘ % ((lx-N ) N) +ch-fN [x\B N, ]+N
N

~ *
ol M, > N, et M, 5 (J\x-N ) Or, par récurrence, om & M] (Ax N ) . Ft, par
la proposition pxecedente, en posant (Ax-MB)B Fon(i ), on a
*
M (J\x-M ) 3 (Axs¥ )B Donc ¥, 3 N, et comme, d'autre part M, ks Mo

les lemmes 4 et 5 de la proptlete Chruch-Rosser impliquent :

a - - * - _. - L] ’ ;
aB-M3[x\'§_-M2] *0BeN, x\B: NZ']‘:
En résumé&, on a :
= ue)® o (Ot )% > oBedg Br\E1y T 3 aBeN, Bx\ReT) ] 3w
Or prof (aE-M3 l’x\E-MQJ) < prof(M). N'oli, par récurrence, on a
as-lfis['x\g_-sz —3 N, Donc la réduction :

M= (_] 2) ﬁ-(-)—-a- ((?\X—M ) M ) -+ ag-P!3 Fx\_E_SfMZ'] :—E N est une

réduction standard. [1




normalisables :

Nous allons suivre une technique derdémonstratiop due i D.van Daalen{45]

gui nous semble plus intuitive que la méthode de r8ductibilité de Tait[%1].

Cette méthode est utilisée pour le A-calcul typé usuel, mais s'applique &ga-

lement 3 notre calcul Btigueté.

1.5.1, Notations et définitions 1

Nous noterons t{(M) pour 1'&tiquette externe de M, Ainsi om a
r(xa) = r((MN)u) = T((lx-M)a) = o et nous d&finissons la ﬁauteur_h(a) d'une

-

étiquette o de la mani&re suivante :

h(a) = 0
h(aB) = Sup{h(a),h(B)}
h(a) = h{g) = I1+h(e)

Ainsi la hauteur d'une &tiquette est son niveau maximum de souli~
gnements et surlignements. Nous allons montrer que si les &tiquettes véri-
fiant le prédicat P ont une hauteur bornde supérieurement, toutes les ex-

pregsions devienment fortement normalisables.

si 1'ensemble {h(a)laeE et P(o) vrail est borné supérieurement,

Notation : Nous appelons MF 1'ensemble des expressions fortement

H

normalisables.

1.5.2, Lemme 1 : Si M 3 M', alors h(t()) < h(r(M")

Démonstration : évidenta. [

B B B. -
1.5.3, Lemme 2 : si (---((MNI) 1N2) 2---Nn) s (Ax-N)a,

alors h{(t(M)) < h{a),

e bt i, o Aol s e b B ot A

i

L
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- v - N - *
Démonstration : par récurrence sur n. $i n=0, on a M > (Ax-N)

et le lemme 1 donne la répomnse., Si n>0, on doit avoir :

B B

' 2 n=1
(...((Mml) N_‘Z) “-Nn--l)

2 0yr)T et N >

et ¢ ((Ryf_P)YN;I)_n 3 Bn;'P I,'y\x_-\_‘-T;If] 1 Oxe) ™

On a donc par récurrence h{z()) < h{y). D'od :
h(y) < h(y) s h(s (B Y-PIy\y*N]1)) = h(e). D

1.5.4. Lemme 3 : Si M[x\N] -E-E ()\y-P)a, deux cas sont seulement

possibles :

D uE Qya)er M ANT 3 P
. By By B . .
2) ¥ I M = (e (N M) --4%) et M'TANT 3 Qye?)°s

Démonstration : par récurrence sur la longueur 1 de la réduction

standard M[x\N] z;--g (J\y'P)c}.

Cas 1 ¢ 1=0. Alors MIx\N] = (J\y-P)a. n raisonnement sur la forme M

implique deux sous-cas., Soit M = (J\y-M‘)u et M'[x\NJ = P, Soit M = xB et
XB [x\N] = ()&y-P)a.

Cas 2 : 1»0. Différents cas se présentent selon la forme de M.

Cas 2.1 : 81 M = (Ay ¥, ) , alors M[x\N] = (ly-Ml[x\N])B
et donc a=5 et Ml [x\N1 s P, pulscsue MIx\N] 3 ()Ly-P) _
B Br By 8
Cas 2.2 : Si M = (—--((y ) M) Ae0) se ) 7, alors yex
car sinon on n'a pas M[x\NI z (Ay-P)
B B
Cas 2.3 & SiM = ---((((ly-A)YB) ) v ) ---Mn) % ona

er\l\ﬂ= '“(((OLY'A) Ty ) M ) M ) “-N )8 si on pose AT = Alx\N1T,

= B[}_{\N] et Mi M x\N] pour tout i. Or comme la ré&duction MIx\N]—> (ly-P)
est standaxd, on a, par 1.4.3, cette réduction de la forme '
M{X\N] —->- Fon(N{x\N])——-) (J\y-P) . D'oii 51 Q' est la premiére expression
-obtenue le long de cette reductwn, on a dome M[x\N] R o' 3 (Ay-P) or g

comme M[x\N] # Fon(M[x\N1), on a : Q' = (oo (({BY" A" i'y\y B 1)} ) 11“ ) ---Mn*) n




- B, 8, B
Done si Q = (==- (((BY-Aly\y-BDM) "M, Zeectt ) ",onaM>0Q et

G [x\N] i?{(xy-P)“. La longueur de cette dernidre réduction est 1-1 et,

par récurrence, on obtient le yEsultat voulu. [

1.5,5, Lemme 4 : Si P est borné supérieurement et si MeNF et

NeNF, on a M[x\¥M]eNF.

Démonstration : par récurrence sur <m-h(r(N)),prof(M),“Hﬂ> oﬁ

m est la borne supérieure des hauteurs des &tiquettes vérifiant le prédicat P,
prof (M) est la profondeur de M et "M” est la taille de M, Posons, en outre,

* .
M = M[x\N] pour toute expression M,

Ot e e PRttt e |

Foge NeNF, puisque NeﬁF

Cas général :
Cas 1 : ¥=y®. Ce cas vient d'&tre examing.
Cas 1 : M”(ly°M ) . Alors F*—(RY-M]*)a
MeNF et comme prof () < prof (M) et "N1”<"M“, on a par récurremce M, *eNF.
D'oli M eNF. '
Cas 3 : M = (MM,)%. Alors 1 = (,"M,")%. Comme prof(¥)) = prof(M)

et "M1"<“MH, on a MI*ENF. De méme on a Mz*eNF Deux cas se presentent :

et, comme M, eNF puiSque

o % A *
Cas 3.1 : On n'a jamais Ml* 3 (Ay'?) . Les réductions issues de M

sont donc des réductions indépendantes de MI* et M? . Donc M eMF,

Cas 3.2 : On a M5 x (Ay-P)Bciaonc on a M = (J M ) - ((ly Py 0)

—_— 1

Le probléme est donc de savoir si oB. Ply\B-QleNF ? Pu1saue Mz* » @, 11 suffit
de montrer ofe P[y\ﬁlN *1eNF (voir 1.3.5 et 1.3.6). Or, comme M -eNF le

théoréme de standardisation est applicable et comme M! 3 (ly-P) s O0L &

M1*§%+ (ly-P)B. Le lemme 3 implique donc deux cas :

as 3:2.1 : ¥, 3 Oy et ¥ 2P, 0r, comme = onM M, )% eNF,
on a M' = af- M, [y\B* "M, JeNF. D'autre part, N'[k\N] = aBe M, {y\B M 1 en se
servant des 1emmes 1. 3 1 et 1,3.2, D'oti M'[x\N] 3 aB» Pf&\s F 3 par les

lemmes 1,3,3 et 1.,3.4, Or, comme M 3 M', on a h(r(M)) < h(r(H }). De plus

prof (M') < prof(M). Donc par récurrence M'[x\NleNF., P'ou dE-Pf?\E:NQ*QeNF.

(%) et P(8) vrai
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4 v M % e . 2
Eggﬂimg 2 Ml > M; = (sse((x Al) AZ) ---A ) et N;YX\N] + {(Ay+P)
Or, comme M, *eNF, on a PeMF, D'autre part M1 [AN] = -..(((Y.N)A *yo1, -Ai}
D'od, par le lemme 2, on a h(r(y-¥)) < h(B). En résumé : .
B(E (M) < h(r(y+M) < h(B) < h(B) < h(r(EM,)

D'oii par récurrence uE-P[y\ngz*]eNF. §]

1.5.6. Proposition : Si P est borné supérieurewent, alors toute

expression M est fortement normalisable,

Démonstration : par récurrence sur la taille de M.

Cas 1 : M = x*. Alors MeNF.

A e e

Cas 2 : M

Cas 3.: M
Ml 3 (kx-M ) , alors les réductions de V sont donc des réductions indE&pen-
dantes de MI et M2 et donc MeNF, Si M] e (lx-N ) le seul prohléme est de
montrer que aE-MB[X\EszﬁeNF. Mais comme MleMF, on a M3€NF et par le lemme

précédent, on a ug-M3[x\§fM2]eNF. D

(Ay-M ) . Onoa M eNF par récurrence et donc MelF,

]

(N]szg.Par récurrence M eNF et N eNF, 81 on n'a jamais

l 6 le théoréme de Church'Rosser H

A * *
Théoréme : Si ¥EiNetm* P, alors il existe O tel que ¥ + 0 et P 0.

R . R2 Rn
Démonstration : Soient M = M_ > M =% see—3> M = N et
= T 3 0 1 n -
' . % * .
M= P0_=-—4 P,— cor 2 p =P les deux réductions M » N et M~ P, Consi-

dérons les prédicats PI et P2 définis par :

Pl(a) vrai ssi 3j tel que 1<isn et « degré(Ri)

il

Pz(a) vrai ssi 1 tel que 1<i<m et o degré(sj)

Soit P le prédicat obtenu par rZunion de P et PZ’ c'est 3 dire
P(a) vrai ssi P (a¢) ot P () est vrai. Alors P est borne supérieurement et
M est fortement noxmallsab1e. Or les deux ré&ductions F SNetM 3 P sont
deux rvéductions autorisées par ce prédicat. Donc, comme M est fortement
normalisable, 1'expression M & la propriété Church-Rosser (voir 1.3) et

. . * %
done il existe 0 tel que N> O et P > 0, [




. (%)

1.7. Le théoréme de standardisation :

. * %
Théoréme : 81 M > N,alors M sz N.

R R R -
Démonstration : Solent M = M — Mf__+ P Mn = N la réduction

0

M I ¥. Considérons le prédicat P défini par :

P(o) vrai ssi Jdi tel que 1<i<n et o degré(Ri).
On a P borné supérieurement et donc M fortement normalisable.

" . * . oy )
Or la réduction M > N est autoris@e par ce prédicat P. Donc, comme M est

fortement normalisable, le th&or&me de standardisation s'applique (voir 1.4)

et on a M‘%? N, O

1.8. Le théorfme des développements finis :

Nous introduisons la notion de radical créé& qui fera pendant Z celle
de radical résidu (voir chapitre I) et nous mdntrons les propriétés E et B
(voir Curry & Feys [ 4‘}3. et Hindley [48]), encore appélées théorémes des
développements finis par Barendregt [ 57 et Mitschke [2¥. Dans cette partie,

nous utiliserons une substitution 8tendue aux contextes dont la significa-

tion est intuitivement &vidente,

1,8,1, Radicaux créés ; réductions vrelatives & un ensemble de radi- = -

caux ; réductions complétes d'un ensemble de radicaux :

s s . R . . o
D&finition : Si M + N, tout radical de N, gui n'est pas un résidu

d'un radical de M, est dit ¢réé par la contraction dé R dans M, ou plus

simplement créé par R.

Définition : Soit F un ensemble de radicaux de M. Une néduciion est =

relative & F si elle ne consiste qu'en la contraction de résidus de radi-
caux de F. '
' R] R Rn .
Donec, soit M = My—> M, —> e+e— M =N une telle ré&duction., Pour

tout i tel que 1<i<n, le radical Ri est un résidu d'un radical de F dans M,

Définition : Soit F un ensemble de radicaux de M. Toute réduction

M-g N relative 3 F telle que N ne contient plus de radicaux ré@sidus de ra-

. , F
dicaux de F est appelée une réduction compléte de F. On la notera M - N,

($)1.6 et 1.7 sont montrés dans/\,mais sont aussi vrais par les mémes

démonstrations dans A, quelquesoit P.




1.8.2 Les résidus conservent le degré :

Proposition : Si M 12 N et si § est un radical de M, le (s) ré&sidu(s)
de S dans ¥ ont un méme degré que S.

Démonstration : par cas selon la position relative de R et S.

Posons R = ((J\x-A)U'B)B et § = ((ly-C)YD)G.

Cas 1 : R et S sont disjoints. Alors S a un résidu unique dans ¥,

————— P

qui lui est identique, donc de méme degré.

Cas 2 : Si S contient strictement R, le radical A est centenu dans C

N 5 .

ou dans D et le résidu unique de § dans N est de la forme ((Ay-C')YD') oil
soit C, soit D est différent de €, ou de D. Ce résidu a bien méme degré y

que S,
“Cas 3 ¢ 81 8§ =R, alors S n'a pas de résidu dans WM.

Cas 4 : S5i R contient 8 dans A, alors § a un résidu unique

1] .
((ly-C[x\ng])Y Dfx\_o_pB])Y dans N, o seul 1'&tiquette § peut &tre modi-

fide. Le degré y de ce résidu de § est inchangé.

Cas 5 : S5i R contient S dans B, alors il y a autant de résidus de §

L

dans N que d'occurrences de x dans A. Et chacun de ces résidus est de la
6' . -~ - L -
forme ((ly-C)YD) , ot seule 1'@tiquette §' peut €tre modifiée. A nouveau,

le degré demeure inchangé. [

Corollaire : siM3 N, les degrés des résidus dans N d'un radical R

de M sont identiques au degré de R,

1.8.3, Norme et ordre sur les 8tiquettes !

Nous introduisons les norme &lémentaire suivante sur les &ticuettes :

"ﬁﬂ =1 si aeE, et 0,BeE"
Jogl = Joll+liel
1al = flzll = lofi+1

La taille de o) nu", est donc la somme du nombre de lettres contenues
-ﬂm
dans ¢ et du nombre de soulignements et surlignements. En outre, nous congi-

-

dérons 1'ordre strict partiel suivant sur les gtiguettes de E :

29




a < BEY

a < Bay

o<y si a<8<y

oli a,R,y sont dans E. L'ordre est bien strict, puisque o<B implique "uﬂ<”ﬂ
.

-

1.,8.4. Radicaux créés :

Lemme 1 : Soit M une expression non étiquetde. Si M n'est pas un

s o 1

radical et si M

¥ e

N ou R = (Ax+A)B et N est un radical, alors M ne peut
2tre que de 1'une des deux formes suivantes :

(Ax+A)BD: ot A = Ay*C

(Ax<A)RD oi A =xet B = Ay‘?

Iy M
2) M

n

oii C et D sont deux expressions guelconques.

Démonstration : Posons N = (Ay-P)Q, B' = A[x\B} et M = C[R].

Raisonnons par cas sur la forme du contexte C[ J.

Cas 1 : C[ 1=1F i. plors M = C[R] = P et ce cas est impossible

puisque M n'est pas un radical.

-

Cas 2 : ¢[ ] =2t-C'{ 1. Dans ce cas, nous avons N = clR'Y = At-C'fR']é

Ce cas est encore impossible, puisau'alors N#(Ay-P)O.

Cas 3 : CI ] =M'C'[ 1, Alors, ona N =C[R"}] =M'C'[R"],
Comme N = (Ay*P)0, on a M' =Ay*P et Q = C'[R']. D'oli, M = CIR] = (Ay-P)C' [R]

et nous avons encore une impossibilité, car M n'est pas un radical.

Cas 4 : c[ 1 =cC'l IM'. Comme CIR'] = (Ay4P}Q, pous devons avoir
M' = Q et C'{R"] = Ay-P. Donc deux cas se présentent : ' '
Cas 4.1 : C'[ ] = Ay-le 1. Mais, ce cas est impossible car,

alors, M = C[R] = (Ay-Cl[RJ)Q et M est un radical. ®

Cas 4,2.: C'[ 3} =1[ 7. Alors, nous avons R' = AyeP, c'e#t 3
dire A[x\B] = Ay+P, Et il est clair, par un raisonnement par cas sur A,
que les deux seuls cas possibles sont : '
1) A = Ay«C et C[x\B]1 =P
2) A =x et B = Ay*C, P-=2C. [
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Lenme 2 : Si M[x\N] est un radical et si M n'est pas un radical

et Mfx, on 2 M = xB et N = Ay°A,

Démonstration : immédiate par cas sur M, Les cas M variable et

M abstraction sont tout de suite &liminés. 11 reste donec ¥ = PB, Un

nouveau raisonmement par cas suxr P donne le résultat attendu. [

Temme 3 : Si M = C[R) et N = C'[8], si M B ¥ et si § est un radical

e k-

créé par R = (Ax-A)B, on a un des trois cas suivants

1

1y ¢f 1 C'[[ 1] et A
2) ¢ 1 =c'{[ ID] et A
3) A= CI[kD}, B = MyeC et C'[ 1= C{C][ T=\B1]

]

AyeC
x, B = Ay+C

‘Démonstration : par cas selon les positions relatives de S et du

contractum B' = AX\B] de R dans N.
I

Cas 1 : R! et S sont deux sous-expressions disjointes de M.

Alors S existait dans M et ce cas est impossible,
#

Cas 2 : S contient R', Soit M =C'[8'] 5 on a g' qui n'est pas un
. . . . R -
radical, qui contient le radical P et g' & 8, D'aprés le lemme 1, on 2 un

des deux cas suivants :

Cas 2.1 8" = (Ax+A)BD ofi A = Ay-C
Cas 2.2 9 + 8" = (Ax*A)BD ot A = x et B = ly?C
Cas 3 : R' = A[x\B1 contient §. Or S n'est pas une sous-expres-

sion d'une occurrence de B dans A[x\B], car sinon 5 ne gerait pas créé par R.
11 existe donc une sous-expression Al de A telle que AIEX\BJ = §. De plus,

Al#x et A,
le lemme 2, on a A, = xD et B = Ay+C, Si on pose A = CIFAi]’ on a le résul-

n'est pas un radical, car sinon § n'est pas créd par R. D'aprés
tat voulu. [

Nous revenons, & présent, au A-calcul ethuete oli NMOUS MOUS SeIVOons

des lermes 1,2,3 qui,.bien sfir, y demeurent valables. Posons degré ({((Ax-M) N) )—m

.o . . R . . e
Proposition : gi M 3 N et si S est un radical de N cr&& par R, on a

degré(R) < degré(8).




Démonstration : selon les cas du lemme 3. Posons B = ((RX'A)QB}B.

Cas 1 : Dans M, on a (((Ax-A)aB)BD)6 oli A = (Ay'C)I. Alors
S = ((Ba-Al\a-B]) D)5, clest 3 dire : § = ((y-Clx\a-BD ™ )’

et degré(R) = o < 5&7 = degré{S),

Cas 2 : Dans M, on a (((Gx-2)*B)’D)® ot & = x> et B = Oy-0)Y.
8

Alors § = ((Ba-Alx\a*B1) D)%, clest  dire : § = ((y-0)PO%%Y  py

et degré(R) = a<Ba€gy = degr&(S).

Cas 3 : Dans A, on a (xg D)6 et B = (Ay-C)Y.
el S E S Y9 otest 3 dive £ S = (Owec)E2Y pny®
Aloxs 8 = (x~ D) [x\a-(Ay-C) 1, ctest & dire : S = ((Ay-C) DY)

et, & nouﬁeau, degré(R)=a < Eoy = degré(S). H

1.8.5. Le thBoréme des développements finis :

Notation : Nous introduisons un prédicat INIT sur les expressions
Btigquetées, qui est tel gue INIT(M) est vErifié ssi les &tiquettes de toutes
les sous--expressions de M sont des letfres prises dans EO qui sont différentes

deux & deux.

Lepme : 51 INIT(M) est vrai et si M 4 N, un radical S de N est un

végidu d'un radical R de M ssi defré{(R) = degré&(8).

Démonstration : 8 'il existe R dans M ayant S comme ré&sidu dans N, on

a degré(R) = degré(S) par 1.8.2, Réciproquement, raisonnons sur la longueur 1
de la réduction M 3 N. si 1=0, on a M=N et gi on on a degré(Rj-= dégré(S), on
a R=S puisque la condition INIT(M) est vérifiée. Si 1*0, posons M3 N‘—E;-M.
Supposons qu'il existe R dans M tel que degr&(R) = degré(S). Alors S mne peut
8tre créé par la contraction de R'. En effet, on aurait degré&(R') <« degré(s) et;é
done !degré(s)“>l ; ce qui est impossible puisque degré(R) = degré&(S) jwplique
degré(S)sEO, comme INIT(M) est vrai. Donc S est un résidu d'un radical §' de N'
tel que degré&(R) = degré(8')et, par récurrence, S§' est un résidu de R, Donc §

est un résidu de R, [l
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Théoréme : Soit F un ensermble de radicaux dans une expression M,

alors :

1) toutes les réductioms velatives 3 F se terminent sur une
méme expression N.

2) les résidus dans N de tout radical A de M sont indépendants

de la réduction compléte de F considérée.

Démonstration : Supposons M non &tiqueté& pour simplifier 1'exposé.

Considérons U &tiquetd tel que INIT(U) et M obtenu 3 partir de U en &limi~
nant les &tiquettes. Soit C 1'ensemble de radicaux de U qui correspond &
1'ensemhle F de M, Et soit P le prédicat dé&fini par :

P(a) vrai ssi 3ReC tel que o = degré(R).
Le lemme précédent nous indigue que les ré&ductionms issues de U sont iso-
morphes“aux réductions relatives 4 F issues de M. Or P est borné supérieu-
rement. Donc U est fortement normalisable, La propriét& Church-Rosser du’
A-calcul &tiqueté implique donc 1'existence d'ume forme normale V unique
telle que U 3y, Soit ¥ 1'expression non 8tiquetée correspondant & V. Llex-
pression N ne contient plus de résidus de F, puisque V ne contient plus de
résidus de C, |

Comme INIT(U) est vrai, le lemme précédent indique gue tout radi-
cal € de V est résidu d'un radical R de U ssi degré(R) = degré&(S), ce qui

est indépendant de la réduction utilisée de U 2 V. [l

Corollaire : "Le lemme des déplacements paralléles" (parallel

moves lemma") : Soient F, et F., deux ensermbles de radicaux dans M. gi
F F 1 Ff 2 F)

M~—J-M] et M**g M,, on a M, ~—> ¥ et Mz-ﬂi N ofi Fé et F; sont les ensembles

de ré&gidus respectivement de FZ et F] dans M, et M,.

Démonstration : &vidente en appliquant le théor@me précédent 2

i'ensermble FIUFZ de radicaux de M, [




2) CORRESPONDANCE ENTRE LE A-CALCUL USUEL ET LE A~CALCUL ETIQUETE :

Nous allons introduire une &quivalence sur les réductions du
A-calcul ordinaire et 1'espace quotient correspondant correspondra exac-

tement 3 l'ensemble des r&ductions &tiquetées. Le point de vue intuitif

est le suivant . Dans le A-calcul non &tiquetd, les expressions de dé-
part et d'arrivée d'une ré&duction semblent trés mal caractériser la ré-
duction effectuée, Bien sfir, la propriétZ Church-Rosser autorise la

_ s, la prop

contraction des "mémes" radicaux dans des ordres différents. Mais il se

produit des effets plus désastreux dus & des "accidents syntaxiques"”

ot des réductions qui contractent des radicauk manifestement "différents"”.
donnent une méme expression. Ainsi si on pose I = 2x*x et A = Ax*Xx,

on 2 I(Ix) + Ix en contractant le radical exterme ou le radical interme j
de méme AA + AA, mais aussi AA > AA + AA ; etc... . Notre relation d'équi-
valence visera donc & €liminer les "accidents syntaxiques", car i1l sem~

ble que le X-calcul étiqueté fait disparaitre de tels ph&noménes,

2.1. Quelques opérations €lémentaires sur les réductions :

Afin de définir ées opérations, nous devons avoir la possibilité
de nommer des réductions. Nous utiliserons les symboles 0,91;92... et sj

nous voulons préciser la r&duction de nom 7, nous gerirons :
R R R

1 2

@) : M— M —F eeeB M

1 n

_ Dans cette partie, nous considérons des réductions dont chaque
8tape &lémentaire peut 2tre la contraction simultanée, en paralléle, de
plusieurs radicaux, D'aprés le théoréme des développements finis, cette = L
pnotion a un sens. Il suffit d'effectuer 3 chaque 8tape une réduction com— -
pléte de 1l'ensemble de radicaux considérés. Par ailleurs, le méme théoréme
nous assure que la notion de ré@sidu est toujours coh&rente sur une telle
étape, Nous utilisons les lettres F,FI,FZ'-- pour désigner des ensembles
de radicaux. Donc une réduction U pourra aussi s'é@crire :
F F E
1 2 I

() : M— Mo—S e ML



Définition : Soient D],Dz deux réductions telles cue 1l’expression
d'arrivée de D] est 1'expression de départ de_@z. Le produit 9];92 des

deux réductions :

@)

F. F, F
—_— ;-4._1; M
( 2) Mn n+l n

=
i

=
|
=

est la réduction
o Fl Fy }:m _:
(D] ;Dz) : M = MO""’-* Ml----% e ——— Mm

Nous dircons aussi que D];D2 est obtenu par ¢onpdgiiion des réduc-

tions DI et 92. Cette opération est, bien slir, associative et admet corme

Elément neutre la réduction vide, qui n'effectue la contraction d'aucun

Mais revenons su théorZme des développements finis. Nous 1'avons
montré comme d&rivant des théordmes de Church-Rosser et de normalisation
forte dans le A-calcul &tiquetd, Mais Church [41] et Curry & Feys [44] .
1'utilisait pour démontrer le théor&me de Church-Rosser. Plus exactement,
ils se servaient de son corollaire, le lemme des déplacements paralléles

qui pour toute paire de réductions P] et 02 telles que :
F F F

My M S e = M

i

(Dl) : M

C1 C2 Ch
(‘Dz) : M }TO“""""‘)’ N} —t 88 e N

n

implique le pavage suivant :

35




ol chaque paralldlogramme £lémentaire représente une application du lemme

des déplacements paralléles,

Définition : Si Dl et 02 sont deux réductions issues d'une méme

expression, le quotient 01/02 est la réduction définie sur la figure précé-

dente. On dira aussi que 01/92 est la réduction résidue de DI par D,.

Plus formellement, r F
2
a) S5i Dl et DZ sont deux réductions M-_i Ml et M—¥ MZ’ alors
) - e
DI/‘D2 est la réduction M2 ----- ! N ol F; est l'ensemble des résidus de Fl

dans M

1,5 le long de la réduction DQ,

34
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1

) ((D,30,)/D)
Q) (O/®30,)) = ((0/D)/D,)

(0,/0) 5 @,/ /)

d)y (©O/D) =0 et (D/0) =

Définition : La r&duction Dl est conterue dans la ré&duction 02

ssi D]/'D2 est la réduction vide., Nous notons cette relatiom : 91592.

On a donc Dlsﬂz ssi D]/ﬂz =

Définition : Les réductioms 91 et 92 sont dguivalentes ssi on a

DISDZ et Dzsvl. Nous gcrivons alors DINDZ'

‘On a donc Dl~02 ssi D]/DZ = ( et 92/01 = (,.De plus, si DI et 92
désignent les réductions M - M1 et M+ M,, la relation Dl~ﬁ2 implique Ml = M,
Mais la réciproque n'est pas vraie., En effet, si on reprend le cas ot M = I(Ix)
et T = Ax*x, si R est le radical externe de M et S le radical interne, les
deux réductions M-E Ix et M 3 Ix ne sont pas Equivalentes. De méme, si

A = dxsxx, les deux réductions AA - AA et AA = AA = AA ne sont pas Eéaquivalentes.

2.2, Corollaires des d&finitions précédéntes :

2.2.1; Lemme du cube : Soient FI’FZ’F des ensembles de radlcaux

. . F3
dans une expression M, Si DI’vZ’D' sont les trois réductions M ni A, M.mg B,

M“fé C, on a la figure suivante :

ey,




oli on a les r&ductions suilvantes :

(DZ/DI) tA>D (92/03) i 0+ E
(01/92) :B~+D (03/91) t A+ F
(03/02) : B+ E (BI/ﬁS) : €~ F.

(©4/0,)10,10,)) = (D4/0,)/(@,/D)) : D >N
(0,/0)/0,/0)) = (D,/0,)/@4/P,)) : E >N
(0,/0)/(04/0)) = (D,/0)/ @ /0;)) = F >N

Démonstration : imm&diate par application du théoréme des dévelop-

pements finis. I1 suffit de considérer les réductions complétes de FiUFE’

FZUFB’ FSUF1 et FIUF§UF3. 0

N

e R aa]

* [ - - L P
M > C, on a2 le cube de la figure précédente dont toutes les arétes, excepte

MA,MB,MC, ont la méme signification,

Démonstration : par récurrence sur la somme des lomgueurs des ré-

ductions 91,02,93 car les cubes &lémentaires correspondant 3 chacue &tape

élémentaire de réductions se composent bien., [J

2.2.2. Proposition : La relation < est un préordre.

Démonstration : On a bien sGr P<P. Le seul probléme est la transiti-

vité. Supposons Ulsvz et 92593. On a donce 91/02 = et 02/93 = {0, Utilisons

ie lemme du cube., Comme 91/92 = (0, on a (91/92)/(93/32) =, Or le lemme in-

dique que (D,/D,)/(0,/0,) = (0,/D)/(0,/0,}. D'ob (01/03)/(172'/03) = 0.

Puisque 02/93 = (), on en déduit 91/93 = (1, c'est 3 dire 9]SP3. 0

2.2.3. Proposition : La relation ~ est une relation d'@quivalence.

Démonstration : immédiate puisque < est un préordre. fI




2.2.4, Propogition : La relation ~ définit une congruence vis & vis

du produit, c'est & dire si 91~93 et 02~ﬂ4, on 2 (91;92)”(93;94)-

Démonstration : immédiate d'aprds la définition de 1'&auivalence,

Plus formellement, si on pose P; = ﬂllﬂ3, on a :

603;94)/(01;92) = ((DB;DZ})/T)])/IJ2 (par définition du quotient)
= ((04/D);(0,/0]))/D,  (idem)
= ©;0,/0)/, (car D~0,)
= DA;D2 =0 (car D)D)

De méme, on montre (D];ﬂz)/(93;04) =0, [

2.2.5. Proposition : La relation ~ définit une congruence vis & vis

du quotient, c'est 3 dire si DI~U3 et 92~ﬂ4, on a (ﬂllﬂz)f(93/94).

Démonstration :

1) si DINDZ’ on a (D]/ﬂ)~(92/ﬁ). En effet, en appliquant le lemme

du cube, on a :

(DZ/D)/(D]/D) = (92/91)/(9/91)
Or 92~91. D'oil DZ/D] = (, ce qui implique Cﬂzfﬂl)ffpfvl) = 0.
Donc (UZ/P)S(DI/D). De méme, on a (D]/D)S(DZ/U).

2) 81 91“92, on a (ﬂ/Dl)~(P/92). En fait, on a alors 'D/D1 = D/Pz.
En effet, par le lemme du cube, on a :

((9/91)/(92/0})) = ((D/Uz)/(pllﬂz))-
Or‘Dzlﬁ] =0 et 91/92 = 0, puisque 91“92. On a donc

(@D )/0) = (D/D,)/0)
D'old D/Ul = 0/92. {1
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2.2.6 Proposition : (0];(02/01))~(92;(Dl/02))

Démonstration {*Posons D;=D}/D2 et Dé=02/91. Leg définitions du
produit et quotient nous donnent :

0,0/ 0,03 = ((0,50])/0 /D)
(035 }/0})) /03,
®130/05 = DY/DY = 0

i

De méme, on a (91;Pé)/(92;0;) =, D'oii (9];05)~C02;ﬂ;). [

2.2,7. Proposition : On a ﬂléﬁz ssi il existe U tel que (DI;D)~92.

‘Démonstration : Si DISDZ' posons U = DZ/DI' D'aprés la préposition
précédente, on a (D Dy~ (Dz,(v /D )). or D <D impliaue,(v /D Yy =0, Dot
(D 'D)~D . ?ec1proquement, s'il ex1ste 1% tel que (Pl,ﬂ) 2, on a (ﬂ1,9)<02 :

ce qui entraine D <92 par dé&finition de <. [I

2.2.8. Proposition : (Berry). On a (9;Dl)~(ﬂ;02) ssi 01~02. Autre~

ment dit, la relation ~ est simplifiable & gauche, De méme, (0;01)5(9;92)
ssi Dlﬂvz. ' | '

Démonstration : Corme ~ est une congruence pour le produit, on a

Ul~02 qui implique (ﬁ;91)~(ﬂ;92). Réciproquement, on a :

030,/ @:D)) = ((050,)/0)/0, | |
@mys@,/@mN/O. :
(03 (0,/0)) /9, | | @

02/171

It

it

en appliquant la définition de l'opération quotient et en remarquant que
D~D. Done(D;0,)~(0;D,) implique 0,10, = # et par symétrie P/, =0, clest
3 dire Dlﬁﬂz. De méme si (D:D ) (P D ), on a ﬂ]~ 9% B o '
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2.2.9. Proposition : (Berry). So0it = la relation définie de la

maniére suivante : .
F] F2 Fé F;
] 1 . s . . e i b 1 ¥
1) DINUZ si D M- M, — ¥ et DZ.M > M, — N ofi Fl et fz sont
les résidus de F] et F2 dans M2 et M}.
~ 3 = «TJa = T. s I
2) 01”92 gl Di (03,9,04), 92 (93,9 ,94) et Dal |
3) D)aD, s'il existe D, tel que DDy et D0,

Alors on a ﬂ]~92 ssi D]zﬂz.

Démonstration @

1) On a d'abord DINDZ gui implique D]gv . Paisonnons par récurrence

sur la sorme des longueurs de D, et D, que nous Ecrirons “Dln+ﬂ92". si Dy = ¢
ou 02 = 0, alors prenons par exemple 91 = ( et 92/91 = Dz; ce qui impligue
ﬂz = ( puisque DI = (. Donc P] = 92 et Dlxﬁz. Sinon, les réductions D] et 92

se décomposent en D] = D;;DT et 92 = 95;93 ol Di et ﬂé sont deux réductions

1 .
i 1 __2 . - ' 1 - T 1 - T
de la fOﬂme M— M, et M— M,. Posons 93 = DZ/D , D& = 91/0 s 95 91/93 et
= i ﬂ 3 ~1) ~ L] PR . - ~TH P
96 92/ 4 St Dl Dé, on a 95 D6’ Dl (93,96) et (94,95} 92 par définpition
(voir figure ci-contre). Donec, comme ~ est une congruence (voir 2.2.4), on a

Di~(D430) et Dy~(0,3Dy). Or on a Hv';i]-+|[93;vsn,i[@;1]+|194;v6u et [05:0]




strictement inférieurs 3 ﬂﬂlﬂ+ﬂ92” . Done par récurrence on a Dix(D,30.),
Dow(D,s0,) et D ~D Or par définition, on a (ﬂ;;DB)W(ﬂ';DA). On a donc

— T .THt 1 L2 ) | B . L ~TF
91 D DINDI’D 9 U D, 96”92’9 96 Dz,D D et par txan31t1v1;e DINDZ'

2) Montrons que 9 ~D implique D ~D . Raisonnons par récurrence

sur la longueur de la deflnltlon de la Telatlgn ﬂl D Le seul probleme
est quand Dl et 02 sont de la forme U] 4 M, 2N et D M 2 ¥, l N ol
F; et Fé sont des résidus de F] et F2 dams M, et M. CeC1 impose T /P =0
etDl/ﬂ2 = (!, Donc U&~02. Dans les cas 2 et 3, la récurrence 8 appllque et -

les propriétés de congruence et de transitivité de -~ donment la réponse. [J

En fait, Berry [ ] montre cette proprié&té& pour une 1égére modifica~
tion de la relation m et dans le cadre des schémas de programmes récursifs.
Mais la démonstration est la mBme, Enfin, nous remarquons que l'on a aussi
9]~©2 ssi, pour tout D, on a D/ﬂl = D/Dz. Frn effet, la proposition.2.2.5
nous donme un sens et si D/DI = P/D2 pour tout P, cela veut dire gue
02/DI = 02/92 =0 et 0= 'D]/D1 = DI/DZ’ c'est & dire Dlﬁﬂz. Cette définition
de la relation ~ est peut Btre supérieure & celle gue mous avons prise, car -
elle montre gue nous nous intéressons aux classes de réductions ol 1'opéra~-
tion quotient est cohérente., Nous voulons done que la notion de résidu soit

particuliérement cohérente.

2.3. Réductions standard et réductions &quivalentes :

2.3.1. Letrme : Soit M §-M' kd N une réduction standard. 8i R est un

radical de M & gauche de S, alors R a un ré&sidu (unique) dans N.

Démonstration : par r8currence sur la taille M,

Cas 1 :+ M = x. Impossible car M ne contient pas de radicaux,

g _
Cas 2t ¥ = hxM. On al' = hx-M!, N = Asey et 2 33 3N,

h

Dans M]’ le radical R est 3 gauche de S, Donc par récurrence, on obtient

le résultat wvoulu,
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Cas 3 : M = MIMZ. On a alors deux cas :

[ T—————

- > * [ . 3 - - -
Cas 3.1 @ La réduction M-;E N consiste en des ré&ductions séparees

de Ml et ﬂz, donc est de la forme Mle—E? NIMZ-EE Nlﬂz = N, Alors, soit R
et S sont dans le méme Mi ot i=1,2 et, par récurrence, un résidu unigue de R
subsiste dans Ni’ donc dans N ; soit R est dans MI et S est dans Mz, alors
la ré&duction M-%% ¥ est de la forme M1M2"§? MINZ = N et R subgiste tel cuel
dans N ; soit R=M et N tout entier est le ré&didu de R.

Cas 3.2 : La réduction M*;; N est de 1a forme :

* - R
= - - . e J
M M1M2 pra (Ax PI)PZ > PI TX\PZJ s% N

Comme cette ré&duction est standard, on a MZ = P, et, d'aprés la proposi~-.

. s
tion 1.4.3, on a Fon(Ml) = (lx-P]) et M] Py (lx-Pl),

\
|

- - * - »
La réduction Mm;? N g'8crit donc :

* *
- M PN, - T
M= MM, = (AP M, > P\, T N

D'oli § est le radical le plus & gauche de M et donc R ne peut gtre plus &

gauche, Ce cas est impossible. []

2,3.2. Proposition : Si 91,02 sont deux réductions standards, on a

DINDz_ssi 0, =7,.

Démonstration : D'abord, 91 = 02 entraine‘91~ﬂq. Réciproguement,

solent M~§¥ A et M-i? B les r8ductions D] et 02. Considérons le premier

. N P . s * *
endroit oll ces xréductions divergent. On a donc M + N 5 NI"E% A et

M3 N § Nz-g% B. Donc R#S. Supposons, par exemple, P 2 gauche de S.

D'aprds le lemme précédent, R a un résidu dans B et on n'a pas P]~Uz. {1

2.3.3. Proposition : Toute réduction admet ume réduction standard

Equivalente.

Démonstration : I1 suffit de reprendre la déronstration de 1.4.4

“ v



en introduisant 1'@quivalence ~, Le seul cas intéressant est le cas 3.2,
toutes les autres alternatives fonctionnant trivialement par ré&currence.

la situation est résumée par le diagrarme ci-contre, On a 170~(Pl;02) car

la réduction MIMZ 3 _(Ax'l\T])Nz se décompose en MI 3 (JKX-NI) et Mz-*-%— N2.
De plus, par récurrence, la réduction Dl est Bcuivalente 3 sa réduction
standard associée D;;D'l‘. 0r, par 2.2.6, on a (P'l';ﬂz;ﬂs)h'(ﬂé;ﬂs). Ft, par

MM

12
\*
‘70;};‘- P :
o, \
DO , * (récurrence) (A_ﬁ.}!‘.%)MZ
(réductions ko

géparées) Y K/éz
: . 1
) (X'K'NI )N2

"

B VL R

e’
-
-"—
S

N, [X\I\T2 ]

récurrence, 3 nouveau, la r&duction '175;'!74 est €quivalente 3 sa r8duction

standard associée ﬂl'}. Comme -~ définit une congruence vis & vis du produit,

i
H
A
H
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230330,

" 0}5030,30%,

e 1.7177. .
030330530,

~ T W)Y
DI’DB’D . O

D DD “’DI;D

Voslqsl, D

2.3.4, Corollaire : Chaque classe d'équivalence définie par la

‘relation ~ admet un repré@sentant canonique unique qui est la réduction

standard appartenant & la classe,

Démonstration : par application de 2.3.2 et 2.3,3. [

2.4, Le sup—treillis des B-réductions €cuivalentes :

Nous cansidérons les classes d'équivalences [P1 définies par la
relation ~, que nous munissons de 1l'ordre < dé&fini par :
[P} < [P']  ssi D<D?

Nous utilisons les mémes symboles pour ces deux ordres différents

sans awbiguité. Appelons R(M) l'ensemble des r&ductions issues de M,

Proposition : Pour tout M, 1'ensemble R{(¥)/~ a une structure de

sup~treillis, Plus exactement :
1) RM)/~ admet un &lément minimal [07°

2) Pour toute paire de ré&ductions ﬂ] et U,, les classes Fplj et [0,
ont un plus petit commun manorant [DI;(DZ/DI)] (qui est identigue i fvz;(vllﬁz)j).

Démonstration :

1) On a bien sfir 0<D par définition de <. _ L
2) Soient 9] et 92 deux réductions igsues de M. On a 91_ l;(‘02/‘9]) -
puisque'ﬂlsﬂl. De méme, 92502;(91/02). Or, par 2.2.6, on a '

Dl;(DZ/DI)NDZ;(Dliﬂz).D'autre part, supposons UISU et 9250. On a, par

définition :

@30,/00)/D = (@,/0)5((Dy/0 )/ O/D ).



Or, comme ﬂlsD, on a DI/D = 0, Par ailleurs, le lemme du cube

(voir 2.2) nous donmne :

((0,/0,)/@/9)))

((0,/0)/ @, /D)) =0

puiéque 0i/p =0 et 92/9 = (0, comme 9150 et 9259. Donc (01;(92/ﬂ1))593
De méme, (ﬂz;fpllvz))ﬁﬂ. O

Remarquons enfin que 1'ensemble R(M)/~ n'est pas toujours un
infmt:eillis. En effet, posons Y = (Axef (xx)) (Ax- £ (xx)), Yn = fn(Y) et
Ka = Ax+*z, Prenons M = (lx'Ka(XY))Kb. Soient Dl et 02 les deux réductions

(1]

M

®))
\D,)

(Ax-Ka(XY))Kb > Ka(KbY) + Kab |

M

(Ax-Ka(XY))Kb > (Axia)Kb

Les réductions ﬂl et 92 n'ont pas de plus grand commun minorant.

En effet, leurs seuls minorants commun sont les ré&ductions Dn suivantes :

@)

M = O, (RO S OneK GE DT

qui n'admettent pas d'élément maximal.

2.5. Réductions @tiquetées et réductions Eguivdlentes :

Jusqu'ad présent, nous avons considérées des réductions non Eti-
quetées Equivalentes,. IT est bien clair que cette notion s'étend immé&dia-
tement au A-calcul &tiqueté&, puisqu'elle repose sur 1é lemme des déplace-
ments parallé&les qui est également vrai dams le A-calcul &tiquetad, '

2.5.1. Définition : Pour toute expression U &tiquetée, nous appelons T

1'expression non étiquetée correspondante. Formellement, on a :
r_l(xu) =x
-1 O =1
T {(Ox-1) ) = Ax*t (I
-1 o -1 -1
T (@V)) = (x (@ v (V)

si U,V sont des expressions étiquetées,
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2.5.2,¢Lemme : Si U 3 vV, on a ﬂr(U)"SHT(V)u

Démonstration : &vidente (voir 1.8.3 pour la définition de la

norme. [l

2.5.3. Proposltlon : Pour toutes expressioms U,V de A_'telles que

v 3 V, i1 existe une et une seule réduction standard U-E% v.

Démonstration : par le théoréme de stnadardisatiom, on connait

1'existence d'au moins une ré&duction U-E? Veil 3 v, soit 1 la longueur
de cette réduction standard et soit ﬂU“ la taille de U. Effectuons une
récurrence sur <1,”Uﬂ>

Cas de base : U = <%, Alors seule la réduction vide est possible

entre U etV =0U= xu.

' Cas_&ggexal 3
Cas 1 : U =x . D&ja wvu,
Cas 20U (Ax-U ) . Alors vV = (Rx-vl)a et Ul*E% Vl dont la

- . * .
longueur est 1, Donec, par recurxence, la réduction UT_E? VI est unique,

o atn

I

“ e 4. - . *
D'oll 1'unicité de la réduction U-—> V.
r * PR T
Cas 3 : U = (UjUz)a. Dans ce cas, la réduction U-g% V considérée
est soit de la forme ; '

N a * *
U= Ot G U g 7y

soit de la forme 3

" ’ R o - - . *
(U oy ((lx-Ua) Uz) >0 R U3[k\§_U2] = v

2)
oii Fon(U Y = (hx- U ) (voir le théoréme de standardisationD Nous affirmoms, - %
de plus, que toutes les réductions standard Uvg* V sont de la méme forme. é
En effet, supposons qu'il en existe deux D et DZ de forme différente. On
aurait, pour 9}, 1'expression V telle que ¥V = (V7 2)a'et'donc TCV)=q#T(U)-
Pour 92, on aurait en se servant du lemme =
I @] =) ali<ll eBv, Be\g- v, D] <fr 0 |
et done t(U)#r(V). Doll contradiction. Nous avons dénc deux cas selon la

- - * L - - - L4 -
forme de la réduction U-g? V considérée initialement.

ol




*
Cas 3.1.: La réduction U-—? V est de la premiZre forme.
—_ s .

= " . * .
Par récurrence, les ré&ductions U -% V. et U, v sont uniques et
1s 1 2 st 2 -

donc la r&duction standard entre U et V est &galement unique.

. * T e :
Cas 3.2 : La réduction U ;? 7 est de la deuxiéme forme,

Toutes les réductions standards entre U et V, qui sont donc de cette forme

effectuent une ré&duction initiale commune :

U= (0,0)% 2 ((lx-UB)BU ) > fU, x\B-T, T

)
oii Fon(U ) = (Ax-U3)

gu'une seule réduction standaxrd entre as U EX\B U ] et V. Done 1la reduc—

.» Or, par récurrence sur la longueur, il n ex1ste

tion standard entre U et V est unique. [}
N

2.5.4, Théo¥eme : Soit M une expression non €tiquetée et U une

expression étiquetée telle que M = rmI(U). Soient UI et 92 deux réduc-
] g - . *
tions M3 NetM 3 P. Considérons les deux réductions U Svetu3 .
qui leur sont isomorphes, On a : '
~ { V=W
1) 91 DZ ssi W
2) DISDZ ssi WV > W,

*
5

Démonstration :

1) Appelons 9; et Dé les deux réductioné gtiquetées.U >V et
U3 W La proposition 2.3,3, qui demeure vraie dans le A-calcul &tiquetd,
nous indique qu'il existe deux r&ductions standards ﬁ-i@ V et U-%g ¥,
gue nous appellerons D' et 9" telles que U'ND“ et ﬂ‘ P" Done D'~ é--ssi-'
ﬂ?~0§. Par la proposition 2. 3 2, comme D“ et D" sont des reductvons stan—
dards, on a P?NDE ssi UY = D;. Or, comme ﬂl’pl et_Dz,Dé sont des- couples
de réductions isomorphes, on a 01*92 ssi P;~Ué. En résumé, DI~92 ssi
9? = 95. Or, d'aprés la proposition précédente, comme D? et D; sont stan-
dards, on a UT = U; ssi V = W,

2) D'aprés 2.2.7, on a D Sﬂ ssi il existe U telle que (Di;ﬂ)ﬂp .
Seit V 3T la r&duction et1quetee correspondant an. D aprés 1e cas 1, on “

a (OI’D)~D2 gsi T = W. Donc, on a Dl_ﬁ ssi V b4 v. O




3) 1E SUP-TREILLIS DES B-REDUCTIONS ETIOUETFES :

Le thBoréme précédent et la structure de treillis induite par
1'ordre < &tudide en 2.4 donne une structure de treillis & 1l'ensemble
des expressions &tiquetfes dérivables d'une certaine expression &tique-
tée vis 3 vis de la relation de réductibilité, Wous allons considérer
les influences du prédicat P et des &tiquettes de 1'expression initiale
sur cette structure, De plus, une définition récursive du plus ﬁetit

majorant commun # deux expressions sera domnée.

3.1 Notations et définition :

Soit U une expression &tiquetge, Nous géﬁfgﬁbns par R(U,P) 1'en-
semble des réductions issues de U autorisfes par le prédicat P. De méme
E(U,P) est 1'ensemble des expressions obtenues par les réductions de R(U,P).

Le prédicat V sera le pr&dicat constant vrai. Donc Q(a) est vrai

pour toute étiquette a.

3.2, Proposition : L'ensemble E(U,V) a une structure de sup—treillis

- - v *
vis B vis de 1l'ordre —.

Démonstration : D'aprés le théoréme 2.5.4, 1'enserble E(U,V) muni

. * . o -1, . s
de la relation -+ est isomorphe 3 1'ensemble P(r (U))/~ muni de.1'ordre <.
* eqqs
Done > est un ordre sur E(U,¥) qui induit une structure de sup-treillis sur

F(U,V), puisque cela est le cas pour R(wa(U))/~ muni de £, [

3.3. Proposition : Pour un M donnd, tous les ensermbles E(U,V) munis

* -1 .
de > tels que v (U) = M sont isomorphes entre eux.

Démonstration : irmédiate puisgue leur structure est isomorphe &

celle de R(r_](U))/~ muni de <. 0O
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3.4, Lemme : Si 0 et DZ sont deux réductions de R(U,P) les ré-

1—--—_--—1.-—

ductions Dl,(ﬂzlvl) et 92,(91/92) sont aussi des réductions de P(U,P).

Démonstration : Dans le cas ol les deux réductions D] et Dz sont
F F :

de la forme U-ui Ul et U-“g UZ'

De méme P(degré(Rz)) vral pour tout R2 de FZ' Comme les ré&sidus conser-—

On a P(degré(RI)) vrai pour tout Rl de_F].

vent le degré (voir 1,8,2 ) les réductions D /9 et ﬂl/ﬁz sont des r&-
ductions de R(U,P). Dang le cas général ot D et P sont deux réductions
de longueur arbitraire, une récurrence sur 1a somme de ces longueurs

donne le résultat voulu, []

3.5, Proposition : Pour tous U,P, 1'ensemble E(U,P) a2 une struc-

N\
sqq s e s *
ture de sup~treillis vis & vis de l'ordre -,

Démonstration : L'ensemble E(U,P) est inclus dans E(U,V). .Pfenons

UI et U2 quelconques dans E(U,P). Soient ﬂ et P deux ré&ductions U 3 U]

et U 3 U2 de R(U,P). Les réductions 9 et v sont aussi dans R(U,V). Or,

1'expression V obtenue par la xeductlon Ul,(vz;?}) est le plus petit com-—

2

mun majorant de U, etV vis 3 vis de 1'ordre ¥, d'aprés le théorZme 2.5.4
et la proposition 2.4, Le lemme préci@dent indique aue Dl;(Dz;Ul) est aussi

dans R(U,P). Donc V est dans E(U,P). Cet ensemble a donc une structure de
eaqs %* . .
sup~treillis pour 1'ordre =+, De plus, le plus petit commun majorant de

deux expressions dans E(U,P) est le méme que celui de ces deux expressions

dans E@W,V). O

3.6. Expression du plus petit commun majorant de deux expressions
de E@M,P) ¢ . |
3.6.1. Notation : Posons E'(U,P) = {V[VEECU,PO et T(U)%T(ﬁ)}

3.6.2, Lemme 1 : Quelquesoit U et P, si E'(U,P) n'est pas vide,

' A A e s e . * . =
alors E'(U,P) a un &lément minimum vis 3 vis de 1l'ordre . Plus précisé-
ment, cet &lément minimum est la premiZre expression V, obtenue par. 1a
réduction normale issue de U, telle que r(V)%r(U) Formellement, on ‘a.

U= (UU)" et Vo= aBU,[x\BT,] o (xeU ) = Fon(U,).




Démonstration : D'abord, 1'expression U ne peut &tre de la forme
o o .
% ou (Ax U ) , car alors E'(U,P) est vide. Donc U = (U ) , soit W tel

kg
gque U 3Iwet () #1(W). Par le théoréme de standardlsatlon, on al g; W

et cette réduction est de la forme :

U = (U 2) ((Ax 1, ) U ) > oBs U Ex\B U 1~—+ W
ol (lx'US)B = Fon(U‘),fpuisque t()#Fr(W). En effet, la seule alternative

serait une ré&duction de la forme :

o % o * o
. \ L : J = I
| 1907 5 U g (W) =
Ce qui est impossible, car alors T()=t(¥). Posons V = ug-U3Ex\EfU2].

OnalU —> V et V est donc indépendant de W. 0
norm

3.6.3. Lerme 2 ¢ Si Dl et 92 gont deux réductions de la forme

U —— Fon(U) et U 3 Vv, alors D, /D, est la réduction V = Fon(V}.
Nnorm 172 TIOYT

‘Démonstration : pay récurrence sur 1I+12 oii 11 est laz longueur de

Dl st 12

12 = 0, la proposition est triviale. 8i 11>0 et 12>0, nous nous ramenons

au cas ol 12 = 1, car la proposition se compose trivialement sur 12. On

le nombre d'étapes de réductions paralléles de 92. Si 1l =0 ou

a done U-E V ofi F est un ensemble de radicaux de U. Soit R le radical le
plus 3 gauche de U. La ré&duction DI est de la forme U B U1 ﬁ%;% Fon(U).

Soit F' 1'ensemble des résidus de F danms Ul' Soient D; et ﬂé les deux
]

réductions U s Fon{(U) et U ~£4 V.. On a deux cas :
1 norm 1 i 4

Cas 1 : ReF, Par le lemme des d&placements paralléles (vbir 1.8),

.
r——————

Lo F!
on a U]"'* V]

* ="
— : =Nt/ = . . .
v — Fon(V), Comme 91/02 91/92, la réduction DI/UZ est la réduction

= V¥, Or, par récurrence, on a D;/Dé qui est la réduction

V s Fon(V).
CTOTm

Cas_2 : RéF. Le radical R a un seul résidu R' dans V qui est le
radical le plus & gaucbe de V. Par le lemme des déplacements paralléles,

on a U1~E+ V} et V—*+ V] Donec, par recurren:e, la réduction \lﬂzg;g Fon(V )
est la réduction D;/@é. Et la rfduction V-—;;;; Fon(vl), qui coincide

avec D /9 est la réduction V‘;Bzg Fon(Y) si Fon(V) = Fon(VI). Tl suffit
donc de montrer Fon(V)#V. Or, comme 1 >O, on a U#Fon{U) ; clest 3 dire

U= (UU 2) . Comme R¢F, on a V = (VIVZ) et donc V#Fon(V}. [
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3.6.4. Proposition : Pour tous u,,u, dans E(U,P), le plus petit

commun majorant Max(U],Uz) est défini récursivement par :

o o o
Max(x ,x ) = X%

Max ((xeV)Y, Qo)) = (xeoMax(v,1))°
Max((vlvz)z,(?]wz)“) .(fo(vl,wl)uax(vz,fz))“
Max ((V,V,)%, 0B W) = Max(oB ¥, (V,V))%) = oBeMax(V,[x\B:V,],™)

N B _
.ol (lx-VS) = Fon(Vl}.

[}

‘Démonstration : Il suffit de montrer gue si 01 et_‘D2 sont deux
réductions de R(U,P) de la forme vt3veru3 W, alors DZ/DI et DI/ﬁz
sont de la forme Vﬁﬁ'MaX(V,W) et W Max(V,¥). Par la proposition 3.5;

on peut prendre P bormé supérieurement et autorisant 91,92 puiscue le-
plus petit majorant ne varie pas avec P. Alors U est fortement normali-
sable et soit prof(U) sa profondeur. Effectuons une r8currence sur

<prof(U),HUﬂ> oll "UH est la taille de U. Si prof(U) =0, on a
U=V=W=Max(V,V) et ﬂl = 02 = 92/91.= DI/DZ = 0. Sinon :

Cas 1 & T(U) =t(V)=c(¥)., Cn a, 3 nouveau, plusieurs cas selon U :

0 et ce cas est déja wvu.

Cas 1.1 : U= xa. Alors prof(ll)
Cas 1.2 : U (lx-U )a. Alors V

Ul‘i v, et U, 3 W, sont deux Ieductlovs D; et D} 1somorphes i 9 et D
De plus, prof(U) = prof(U }. Donc, comme "U1"<"Uﬂ on a par rE€currence
Max(Vl,WI) atteint par D;/Dé at DZIDE. Doit Max(V,W) = (Ax'vax(v W ))

est atteint par D,/D, et U,/0, qui sont isomorphes 3 P;/D' et 9']9;.

ey

Oxv, Y& er W o= (Ax-wl)“; ot

Cas 1.3 : U = (U,U)%. Alors ¥ =(V,v,)% et W= (W,¥,) ¢ o
U] 3 Vl, U1 3 W1 et U2 4 V2, U2 3w . Ce cas est avalogue au precédent :
car prof (U, )<prof (U), prof(U,)<prof(l) et "U1"<HU” “U <HU” o ' %

Cas 2 : t(W#1(V), t(M#t(¥), Considérons les deux rédu;tions

* * . s 2 . '
standards U-Eg Vet U—_rW. Le lemme ! indique que ces ré&ductions D; et Dé

sont telles que P; = D" et D' =P D" ofi P est la réduction :

= (U, U ) —— ((Ax-U, )BU Y& —+-ae U, [x\8+U,] = U' avec Fon(U, y = (Ax-u 18

et ol 9“ et D” sont les deux Ieductlons i +-U et U' 3 W, De plus_ ar 2.5.4
l 2 y Par ’
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on al ~@' et 92 V. Done, corme la relation ~ est une comgruence pour
170 perat:l.on quotient (voir 2.2.5), on a ¥ /D ~(17'T7']')/(T’;'D'2') = ‘D'I'/ﬂg.
De méme , 9 /D ~D"/D". 0r prof (U’ )<prof(U) Donc, par récurrence,

D;/D? et 9?/93 sont deux réductions V 3 Max (",W) et W 3 ¥ax(V,W). Par
2.5.4, comme des ré&ductions Bquivalentes donnent la méme expression
£tiquetée, on a 172/91 et 91/92 gui sont deux réductions V e d Max (V,17} et

W 3 Max(V,W).

Cas 3 : 1(U)=1(V), t(#r(W), Te lemme ! entraine que la réduction

standard U 5 W de nom 'D’ est telle que ﬂé = P; 0"‘9; ou 0,0 et P:,Z' sont

les réductions U = (U ) _E;+ ((Ax-U ) U ) ,((1X-U3} U ) - aB‘U fx\g- U 1=0

v * = . . = (3 3 U % !
et O T W avec Fon(Ul) {(Ax UB)" De plus, onaV (,1 2) ol Ll > I]

et U, ¥W,. La réduction,v‘ standard U_§+ V est donc telle que D; = D?;D";

2 2 . .
oli D" et D"' sont les deux xeductlonsf(U Uz) -E* (V 2)OE et (V]Uz)a-gé (VIVQ)cz
(V01r flgure) En utlllqant le lemme 2, 1la reductvon
D/D" est la réduction (V ) EE*+ ((AX'VB) UZ) ot FOH(V ) = (XX'V ) De

plus, 1la réduetion 9"/9 est une réduction de la forme ((kx-U 3 U ) 3 ((Ax'V 3 U

Comme les deux Ieductlons D"; et D/QT sont deux réductions 1ndependantes,

on a.

( (1\1‘-'1[!3_)3112)cg

P 172
e - ' 2 ~
s G, -‘ \ <
NV ~

U = aBeU IR,T TN

rd
% ‘DT;'
SADY ' (Oxev,)P0,)°
%xeductlons separees) (déplacements
/ paralléles)
2 * fD/D’ . :
2 N7 / %

(07 "

v o= uE-V3 rx\_ﬁ_‘vz’]

RSN T L R

Max (V,¥)




D/D' et 9"’/(9/9") de la forme (V 2)a£3;§ ((lx-V3)BV2)a

((Rx V3)BU ) 3 ((Rx-V h) V ) . En résum&, on a :
@) : V= (@,V)" Ho—‘* ((Ax-tr3)5v2)°‘ ott (Ax-Vs)B = Fon(V,)

D1/D) & (OxeTry) By 23 ((xx-VB)sz)“

Par le lemme dg§“d§placements_péra}léleg,upp a 3m¥¥_m
(v'/..“gﬂﬁ;/?)_‘): ((xx-VB)sz)“’ » aB-V,Ix\8-v,1 = V'
D1/ @30")) ¢ aB-U [\B-U,) ¥ aBev, Tx\geV,]

Par récurrence, comme prof (U')<prof(U), on a:
(D;/Dé) = ((Di/(P;ﬁ‘))/D;) s W3 Max (V',W)
O5/(D}/@301))) + ¥ > Max(v',1).

Or, par définition de Max, on a Max(V,W) = Max(V',1). D'oli, finalleme#f :
@1/03) = W3 pax(v,w) -
03/0}) + v 3 Max(v,W)

Comme D D' et D DZ’ on a également (D /P')“(D /D ) et (U /9‘)“(? /P )
par la pr0p051t10n 2.2,5, D'ol, par 2.5.4, les reductlons 91[92 et ﬂ /Pl

* %
sont de la forme W = Max(V,W) et V * Max(V,W).

Cas & : t1(0)#1(V), 1(U)=1(V). Cas symétrique du précédent. [

T

3,7, Conditions d'existence d'un plus grand cormun minorant de

deux expressions de E(U,P)

3.7.1. D&finition : Si U 3 v, la distance de U i ¥V, notde a( V),

est la longueur de la réduction standard U——:\T
s

T - - . e -
Cette défipition est cohérente car la réduction U-g? ¥V est unique -

pour U et V donnds d'aprés 2.5.3.

5¢




3.7.2, Lemme 1 : Si Fon(U) est défini et si U 3 Vv, on a

d(V,Fon(V))=d(U,Fon(U)).

Démonstration : Reprendre la démonstration de 3.6.3 et les

deux cas ReF et R#F nous donne les cas ofi d(U,Fon(U)) décroit ou reste

constant. [

3.7.3; Lemme 2 : 51 U i (kx-V)a, aloxrs U 3 Fon () 3 (lx-V)a.

Démonstration : immédiate en appliquant le théoréme de standar-

disation et la proposition 1,4.3, [l

8 3.7.4, Proposition ¢ Si U IversiU3dwd V, on a &{W,V)=<d(U,V).

Démonstration i par récurrence sur <d(U,V),ﬂUﬂ> ot “U" est la

taille de U, 8i d(U,V) =0 et U = xa, onalU=V=¥=x" et donc
d{U,v) = d(¥,V) = 0. Sinon on a plusieurs cas : “ '
Cas 1 : (M=t (V=1(W). On a trois sous cas selon U :
Cas 1.1.:°0 = xu. Alors V = x° et d(U,V) = 0. Ce cas a d&ja
£ré examing,

ICas 1.2 :+ U

i

(lx-U])a. Alors V = (hx-"l)u, W= (Ax-Wl)a et |
U, 3 v, U, 3w, 3 v, 0or a@,V) = d@U,,V)) et d(¥,Vy) = d(W,V). Par
récurrence, on a d(wl,vl)s(d(U]V]).
C o o _ _ v 3o - a *
Cas 1.3 : U = (U,U)", Alors V = (V,V,)", W= (WW)) et U} >V,

v, 3w, 3v U, v, U 3w, XV, 0r a(U,V) = a(U,7))+d(U,,7,) et

1 1 1? 2 2 2°
d(v,v) = d(WI,V1)+d(W2,V2). Par récurrence, on a d(wl,Vl)S(d(U!,Vl) et

d(w,,V,)<d(U,,V,).

Cas 2 : t(U)#t(V). Par 3.6.2, on a U?zg V de la forme :
_ o * 3B O L or o T revger 1T
U = (U1U2) = ((Ax U3) U2) > V' = qs Uy [x\B U?_} 27

oll (kx-U.S)8 = Fon(Ul). Deux sous-c¢as se présentent :
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Cas 2.1 : T(U)#t (W), Par 3.6.2, on a V' v et, comme d(V',V)<d(U,V),

on a d(¥W,V)<d(v',V)<d(U,V) par récurrence.




Cas 2.2 : -r(U)='r(V) On a W= (w ) ot U, 3 W, et U, 3 W,
Par 3.6, 2, comme W3 V et t(V)%T(U), la reductlon &) :g V est de la forme :

e ”2) 1;—-» ((AxeWy) B ) > W= ofe W, [R\BW, L ~+v _oﬁ'

(lx-WS)B = Fon(W)). On a done d(U,V) = 1+d(U,Fon(U;))+d(V',7) et
d(W,V) = 1+d(W Fon(W PN+#W@, V), Par le lemme I, comme Ul‘i Wl’ on a
d(h yFon (W ))<d(UI,Fon(U 3). Dlautre part! _.
U1 3 Wl 3 {(x- WS)G. D'oli, par le lemme 2, Fon(U ) 3 (J\x-WB)Ot ce qui impiiquer
Uy Sw 3+ Donc on a V' 3 W', puisaque JUN 3 v, et U2 hd Wy, en appliquant 1.3.5. Pa
Iécurxence, d(v' ,V)<d(U,V) implique d(¥',V)=d(V',V). Donc d(W,V)=d(U,V)}.

Cas 3 : T(M#AT (W) et T(U)=:(V). Ce cas est impdssible car alors on

. *
ne peut avoir W=V, [I

A présent, la situnation devient plus claire. Nous savons que pour toute
paire d'expressions V et W dans E(U,P), l'ensemble des minorants de V et W

est dirigé. En effet, soient U, et U2 deux minorants communs de V et W,.on a
v 3 U, v et v, 3w ; de mBme U > u, 3V et v, 3 W. Done U, el Max (U,,U,) 3y
et MaX(UI’UZ) 3 W Uz-i Max(Ul,Uz) 3 V et Max(UI;Uz)-i W, I1 n'y a donc de

plus grand commun minorant que si 1'enserble des minorants cormuns 2 V et W
est borné, La remarque de 2.4, nous indique que cela peut ne pas étre le cas,

-

Or, maintenant, nous copnaissons deux moyens pour borner cet ensemble :

1) utiliser un prédicat P borné€ supérieurement, 2) utiliser la proposition
précédente en exhibant des expressions ol la somme des distances d'un mino-
rant commun de deux expression 3 chacune d'elles peut se borner. Nous consi-
dérons le Al-calcul &tiquetd comme exemple d'application de cette seconde
méthode, Par Al-calcul &tigqueté&, nous entendons, comme pour le Al-calcul

non étiqueté, l'ensemble des A-expressions &tiquet@es qui ne contiemnent
pas de sous-expression de la forme (Ax-M)a ol x n'est pas une vatiable

1ibre de M,

3.7.5. Proposition : Si P est borné supérieurement, 1'ensemble

. - L - L - *
E(U,P) a une structure de treillis vis 3 vis de 1'ordre >,
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Démonstration : Op sait par 3.5 que E(U,P) est un sup—treillis.

Donc 1l'ensemble des minorants de u,,u, dans E(U,P) est dirigé. D'autre
part, cet ensemble est fini car U est fortement normalisable puisgue P
est borné supérieurement (voir 1.5 ), Done Ui et U, ont un plus grand
cormun minorant dans E(U,P). Remarquons en outre que E(U,P) admet un
8lément minimal U et un élément maximal qui est la forme normale de U

dans E(@U,P). [

3,7.6. Lerme 1 : Dans le AI-calcul étiquetd, si Fon(U) est défini

. - . *
et si 1 est la longueur d'une réduction U + V, on a *

1+d (V,Fon(V))}<d (U,Fon(U))+ad{Fon(l),Fon(V))

Démonstration : Reprendre la démonstration de 3,6.3 et la condi-

AN
tion AI-calcul nous impose que l<d(Fon(U),Fon(v)). 0O

3.7.7. Lerme 2 : Dans le AI-calcul étiqueté&, si 1 est la longueur

- s . . x . * . *x __ -
d'une dérivation U+ VW, si U=+ V et si T+ V, on a :

1+d (W, V) <d (U, V)

Démonstration : Reprendre la démonstration de 3.7.4 et la condi-

tion Al~calcul intervient dans le cas 2.2 pour imposer 11312 si 1] et 12
sont les longueurs des r&ductions : _ . I
- 874 " a 7.* . - B a —‘VI L » ’ * .-.. { & 1 .
(Qx-U)"0,)" + (OxeWy) W,)" et ap U, [x\8-0U,1 > B 7"32?‘\2 W, 1.
Bien entendu, dans le méme cas 2,2, on doit se servir du lemme

précédent, [

3.7.8. Proposition : Dans le AI-calcul &tiqueté, 1'ensemble E(U,P)

aqqs e e s *
a une structure de treillis vis & vis de 1'ordre ~.

Démonstration : On sait par 3.5 que E(U,P) est un sup~treillis,

L'ensemble des minorants de U,,U, dans E(U,P) est done dirigé. Soit V,W

dans'E(U,P) tels que V + W et W 3 Uss Wi Uys on a par la proposition pré-
cédente d(W,U])<d(V,U1) et d(W,U2)<d(V,U7). L'ensemble des minorants de

®
U, et U, ne contient pas de chaine infinie croissante par 1'ordre 7 et




admet donc un él&ment maximal qui est le plus grand commun minorant de
U1 et U,. Remarquons que E(U,P) a un €lément minimal U? mais peut ne pas

avoir d'élément maximal quand U n'a pas de forme normale dans E(U,P). [I
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4) RADICAUX DUPLIQUES ; FAMILLES DE RADICAUX ; DEVELOPPEMENTS FINT GENERALISES :

Dans ce paragraphe, nous tentons de généraliser les notions de radiecaux
résidus et de réductions relatives 3 un ensemble de radicaux, introduites en

1.8, et nous dommons quelques corollaires immé&diats. Le point de vue intui-

tif est le suivant, La notion de réduction relative permet de définir la

notion de contraction simultanée d'un ensemble de radicaux et pour tout tel

ensemble F dans une expression M, le thdor&me des développements finis nous
dit que 1'on peut isoler un ensemble de ré&ductions issues de M (précisément
les r8ductions relatives 3 F) qui a les propriétés de Church-Rosser et de -
normalisation forte et oli 1a potion de résidu est cohérente. Or avec notre
A-calcul étiquetd, nous réussissons & caractériser des ensembles plus'lar-_
ges de\Féductions oli, notamment, des rédicaux cré&s (et ne figurant donc pas
dans 1'expression de départ)’ peuvent intervenir, mais qui ont les propriétés

Church-Rosser, de normalisation forte et de cohérence pour les ré&sidus ! Cela

semble indiquer qu'il existe upe notion de développement fini, plus générale

que celle définie en 1.8 et caractérisant exactement notre A-calcul &tiqueté,

4:1; Cohérence- de la notion de résidu vig 3 vis de ~

] %, . .
4;1.1, Notation : Si D : M > N, les résidus dans N par P d'un radical R

de ¥ sgeront notés R/U,

Cette notation est non ambigue avec ‘DI/D2 ol D] est une réduction

puisque nous avons alors un radical en premiBre position et non une réduction.

4.1.2, Proposition : Si DI :M3IN et_D2 : M3 N et si Plﬁﬂz,'alors

pour tout radical R de M, on a R/p] = R/Dz. 1

-

Démonstration : On a déj3 rencontré cette propriété sans le dire

. . . R .o
explicitement, En effet, soit P : M > P ; par la proposition 2.2,5, on a

D/D, = 0/0,. Donc R/D, = R/ﬂz.[j

1

4,1.3, Proposition : Si D : M3 N, alors pour tout radical § de N,

i1 existe au plus un radical R de M tel que SeR/T.

Démonstration : corellaire immédiat de la définition de résidu et

on utilise une récurrence sur la lomgueur de la r&duction.D. O




4,1.4, Corollaire : Si Dl s M3 N, Dz : M3 N et DINDZ et si

SeRI/U1 et 3632/92, alors R, = R,.

Démonstration : On a R] et R2 uniques pour'D] et 92 par 4.1.3.

D'autre part, on a RZ/D] = RE/DZ puisque ﬂ1~D2 en utilisant 4,1,2, Donc
SeRi/D] et SERZ/DI’ ce qui implique R, = B, par 4,1.3. 0

4,2, Familles de radicaux i définition :

Posons A = Ax*xx et I = Ax*x et considérons les réductions issues
de M = A(IIx) représent@es par la figure ci~contre. Les radicaux R]'RZ’R3
qui se trouvent dans les expressions N,P,Q ne sont pas des résidus d'un.

> - - | hd * *
radical de M et sont donc créés au cours des réductions M+ N, M+ P et

(TIx) (TTx)

/N

N = (Eg}(IIx) P =-(IIx)(}§)
R %

V

S = (Ix) (Ix)
R4 R5 .
M3 Q. Pourtant, ces radicaux ont quelgue chose en commun. En effet R} et

. . . * *

R3 cnt un résidu R4 en commun dans S par les réductions N+ 5 et 0> 5 3
. - * *

de méme R2 et R3 ont R5 comme résidu commun dans S par P+ S et O + S,




- - < - * * *
Mais il n'existe pas d'expression T telle que M > T, T + N et T > P,
qui contient un radical dont RI et R, soient des résidus dans N et P.
Remarquons en outre que les ré&ductions M §-N‘+ SetM=»(Q + S sont

équivalentes ; de méme pour ME P g et Mo Q> S,

4.2.1, Notation : Par la suite, nous utiliserons des paires

dont les &léments sont un radical et une réduction que nous 8crirons(R,D)
et oli R sera toujours un radical de 1'expression d'arrivée de D, clest 3

direde NsiD : M 3 N,

4,2.2, Définition : Nous dirons que (RZ’Dz) est uné duplication

de (Rl’vl) et nous &crirons (Rl,Dl)s(Rz,Dz) ssi il existe T tel cue

(DI;D)ND2 et RzeRllﬂ. La notion de »adicdux de méme famille est définie par
N : —

fermeture symétrique et transitive de la notion précédente, Formellement,
nous écrirons (RI,D])"(RZ,DZ) si
1) (RI’DI)S(RQ’DZ) ou (Pz,vz)s(Rl,ﬂl)

2) il existe (RB,ﬂB) tel que (Rl,ﬂi)~(R3,ﬂ3) et {R3’DS)N(R2’BZ)f

Remarquons d'abord que le deuxiéme cas de la définition pré#cédente

‘est nécessaire pour avoir une relation transitive. En effet, ep reprenant

1l'exemple précédent, R] et R3 ont un résidu P4 en commun dans S et R3'et

R, ont un résidu R5 en commun dans S ; mais R1 et R, n'ont jamais un résidu

2
: % . . S
en commun dans T tel que N3TerpP 3T, Graphiquement, les deux dé&finitions

précédentes donnent :

o

®,) (R,)

R, régidu de R, par P _ R, et R, sont relids par une "chaine”
2 1 S B P .

~ pour {R]’Di)s(R2’Dz) _ " de résidus pour (Ri’px)”(Rz’pz)

61




4.2.3. Proposition : On a (R},Di)i(Rz,Dz) ssi D]sﬂz et R2€R]K02/01)'_

" Démonstration ¢ D'abord si 91592 et R2€R]/(DZ/DI) on a (91/92) =0
et comme (D];(32/91))~(02;(9]/92)) par.la proposition 2,2,6, on a (0I;D)~92
si on pose D = (02/01). Or RZERi/D et donc (R],Ul)i(Rz,Dz). Supposons & '
présent (Rl,ﬂl)s(Rz,Dz). TI1 existe donc U tel gue CBI;D)NDZ‘ Par 2,2.7, on
a donc 91592. D'oill & nouveau (Dl;(vzlﬂl))sz, ctest & dire (Dl;p)”(ﬂl;fpzfvl))-
Done 9~(DZ/D]) par 2.2.8, Or on a par hypothése R25R1/9 et comme Rllﬂ = Ril(ﬂzlt

par 4.1.2, on a &galement R2€R1/(92/D!)' N

4,2.4, Proposition : La relation de duplication est un préordre,

Démonstration : immédiate. On a bien sfir (R,P)<(R,0). Par ailleurs
si (RI,Dl)S(Rz,ﬂz) et (RQ,DZ)S(BB,P3) on sait qu'il existe D',D" tels que
(FI;P')~92 et (UZ;D"}~D3 et RZERI/F', 93692/9"- On a donc R3ER1/(P';P").
De plus (Fl;ﬁ‘;ﬂ")~(ﬁz;9")~93 par 2.2.4, D

Remarquons que si (Rl,ﬂl)s(Rz,Dz)S(Rl,Dl), on a DISDZSDI par 4.2.3,
t -~ - - T -~ . -
c'est 3 dire Dl 92, et RzeRI/(ﬂzlpl) et RIGRZ/(Dl/D2)’ clest 3 ﬁlre R1 RZ
puisque DINDZ implique 91/32 =.‘02/D1 = (.

4,2,5, Proposition : Les relations de duplication et de radicaux de

méme famille sont compatibles avec 1'équivalence des ré&ductions, Formelle-
. ~N ~DT : 1 Ty
ment, si D] Dl et 92 DZ’ on a (RI’DI)S(RQ’DZ) ssi (Rl,ﬂl)ngz,Dz) et
L d 2 ,N ‘ .
QRl,ﬂi) (Rz,Dz) ssi (Rl,ﬂl) (Rz,vz).

Démonstration : immédiate. En effet, montrons par exemple aue
91~D;, 02~Dé et (Ri,ﬂl)é(Rz,ﬁz) impliquen? (RI,D;)s(Rz,vé). I1 existe donc_P
tel que (DI;D)~92 et RQER][D. Cr, par 2.2.4, on a (91;0)~(ﬂ';9). Donc
©1:0)~D5. O | |

4,2.6, Proposition : Si (RI,D])S(RQ,DQ), alors pour tout P tel que

DISDSDZ, il existe un R uniaue tel que (R},D])S(R,D)s(Rz,vz).

Démonstration : Comme Dlsﬂsvz, on a (?I;UB)Nﬂ at (9;94)“92_ gi
03 = 'D/Dl et 04 = 02/9. Or par 2.2.4, on a (01;93;94)~92. Donc comme o
(91;(92/91))”92, on a (93;94)N(02/vl) par 2,2.8, Or (R],PI)S(Rz,ﬂz) indique |
que R2€Rl/(vzlpl)‘ Et par 4.1,2, on a RI/(DB;D4) = R]/(ﬂzlﬂl). Or ce dernier. -




ensemble n'est pas vide puisqu’il contient Rye On a done (Ri,ﬂl)étP,D) et

(R,M<(R,,D,). Or par 4.2.3 et 4.1.3, R est unique . []
272 P

4,2,7, Corollaire : Il existe (RB’DB) tel que (P],Dl)é(P3,03) et
(Rz,vz)S(RB,DB) ssi il existe R tel que (R],DI)S(R,ﬂ) et (Rz,ﬂz)s(R,O)
ou D = Dl;(Dz/ﬂl).

4.3, Familles de radicaux dans le A-calcul &tiqueté :

Nous reprenons les définitions du paragraphe précédent en appli~

quant le théordme de correspondance de 2.5.4.

4,3.1, Notation : Nous &crivons (R,U) pour signaler que R est un

radical de 1'expression E&tiquetée U.

4,3,2, Proposition : La notion de résidu est coh&rente dans le

A-calcul étiqueté. Formellement, si D} et D, sont deux ré&ductions &tiaue~

tées de la forme U > vV, alors on a R/DH = R/P2 pour tout radical R de ¥,

Démonstration : immédiate par 2.5.4 et 4.1,2, 0

by
4,3.3. Définition(:)si U,VeAe, posons
(R,U)=(8,V) ssi dD tel que P : v 3V et Ser/D

et '
(R, 0)~(5,V) ssi (R,U)<(8,V) ou (S,M)=(R,U) ou
AT, W) tel que (R,M~(T,W)~(5,V). |

4,3,4, Proposition : Si 'V,WeE(U,P) et si T et D' sont deux ré&ductions
étiquetées de la forme U3verus W, alors on a (R,V)<(S,¥) ssi (R,D)<(s,0")
et (R,V)5(5,W) ssi R,D)~(s,0"). '

Démonstration : immddiate par 2.5.4 et 4.2.5. [

4,3.5. Proposition : Si (R,U)~(S,V), alors degré(R) = degré&(S).

Démonstration : immédiate par 1.8.,2 puisque les ré&sidus conservent le

degré dans le calcul &tiqueté, [I

- (K) Voir page suivante.
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Erratum: (Définition 4.3.3)

1)Les deux relations £ et ~ sont ambigues dans le A-calecul &tique-—
té,car elles peuvent dépendre du prédicat P.Une manidre plus précise serait

de définir les relations <p et ~p de 1la facon suivante.
81 VeE(U,P) (voir 3.1),posons

(R,U) SP (S,V) ssi 30 tel que TD:U 3v et SeR/D

R,1) ~p (8,V) ssi (R,0) %p (5,) ou (5,V) <, (R,0) ou
AT, Wy tel que (R,U) ~p (T,W) ~p (S,V)

Remarquons que dans la définition de <p ,il n'y a pas besoin de
signaler que U est autorisée par P,car par le théoréme de standardisation
. | - . ) * .
(puisque VeE(U,P) ) la réduction Dst:U S?'V est autorisée par P et,par

cohérence des résidus, on a SER/Dst.

Pour supprimer ce probléme d§ & P,il n'y a qu'd considérer £ et

~ comre des abréviations de Sy et Yy ot V(o) est vrai pour tout o.

2)Une imprécision plus grave existe dans la définition de ~.En
effet,on est surtout int@ressé par la relation 5 suivante.
. * * '
Si U=+ Vet U > W,alors

{(R,V) 5 (8,W) ssi (R,V) < (S,W) ou (S,W) = (R,V) ou

T,X) tel que U > X et (R,V) = (T,X) ~ (S,W).
T i

Nous restreignons notre attention aux expressions dérivables ddune
méme expression et on pourrait méme combiner les deux remarques précédentes.
Quand le contexte indiquera clairement 1'expression U qui nous int@resse,on
crira ~ & la place de 3

3)La difficulté précédente se produira aussi en ILIL.1.4.1 ou la

définition de famille de sous—contextes est considérée.




Donc, dans le A-calcul &tiqueté, les résidus sont cohérents (en
fait ce sont les résidus de réductions gui sont cohérents, veoir 2.2.5)
et les notions de duplication et de famille correspondent exactement &
celles de résidu et de fermeture symétrique et transitive de la relation

résidu, Tout cela fonctionne car le calcul &tiqueté ne contient plus

®3d'accidents syntaxiques" en vertu de 2.5.4. Dans le chapitre ITT, nous
allons montrer la réciproque de 4.3.5 dans le cas ol U,VeE(W,P) et INIT(W)
est vrai(voir 1.8). Cela nous donmnera une caractérisation du A-calcul &ti-

queté en termes de familles de radicaux.

4,4, Développements finis généralisés :

F F F. . .
4:4.1, Définition : Soit D la réduction M =¥, +M S M.ee By o
n
Nous dirons que la réduction D' est relative d D ssi D' est de la forme !
¢ C C .o : %
};:=P -1)'P —LP L] EP m+l’ 80
0 1 2 m

oil VG,VBieCi HRjeFj tel que (Ri,ﬁj_l)N(Sj,D}_l) et 1<j<n ofi Pj et ﬁ;

représentent les j premi&res Etapes (paralléles) de U et D', .

Une réduction relative 3 une réduction U donnée congiste donc en la
céntraction de radicaux de mBme famille., Remarquomns que des radicaux créés
peuvent intervenir, c'est i dire des radicaux n'existant pas dans M. Comme
pour les réductioms relatives 3 un ensemble de radicaux (voir_l.S), nous

avons la notion de réduction relative compléte.

. - » - . . * - - .
4.4,2. Définition : Une réduction P' : M -+ N est une réduction

compladte relative & D s'il n'existe plus dans N de radicaux de mBme famille

que ceux contract&s dans U.

4.4.,3, Proposition : On a (R,0)~(8,P) ssi SeR/P -

Démonstration : Montrons en falt cue si (R’O)S(Rl’vl) et si

(R]’DI)N(RZ’DZ)’ alors (R,O)S(RZ,DZ) ; ce qui est suffisant par 4.2.3.

Raisonnons par récurrence sur la relatiom (R],Pl)~(R2,09). Si (Rl’vl)g(RZ’Dz)?
alors (R,O)S(Rz,@z). 8i (RZ’ﬂZ)g(RJPPI)’ alors on sait qu'il existe un B}

T

tel que (R,O)S(Ré,ﬂz)s(Rl,ﬂl) par 4,2.6, Comrme P, est unigue, or a P, = Ré.




Done (R,O)S(Rz,ﬂz). Le cas oii (R1,01)~(R3,93)~(R2,Dz) se traite par

récurrence, [J

&4.4.4, Corollaire : Soit F un ensemble de radicaux de M et soit D

o= .
la r8duction M & N, alors toute réduction relative 8 U au sens 4,4,1 est

relative 2 F au sens de 1.8 et réciproquement,

Les deux notions de développements finis coincident domre sur les
radicaux qui figurent dans 1'expression initiale. Ft nous avons donc g&hé&-
ralisé la notion de développement fini de 1.8, De plus, cette généralisa-
tion ne provient que de la prise en compte des radicaux créés, On peut
donc s'attendre 3 la généralisation du théoréme 1.8.5. C'est ce que nous

faisons en utilisant & nouveau le calcul &tiqueté& et un prédicat borné.

4,4,5, Lerme : Si Dl et 92 sont relatives & P, alors 91;(92/91} et

Dz;(DI/D2) sont aussi relatives 3 D,

. . P . i ' . - -
Démonstration : immédiate., Solt UI et Di les i premiéres étapes de

DI et Di' Cn a déja 92 relative 3 T, Donc le seul probléme pour 92;(91/92)

est la partie postérieure 3 92. Appelons Fi’ci et Ci les ensembles de ra-

-

dicaux contract&s & chaque &tape de D,ﬁ] et 91/92. Pour tout PieCE, on a :
O N i1 i1 o s
(R, (0,3 (D /92))) (Ri,(ﬂ} ,(92/91 ) (par 4.2.5 et 2.2.6)

i-1
2(R1301 )N(S,j ipj)

pour RieCi et SjeFj, puisque Dl est relative & U, [T

4,4,6, Théoréme : Soit T une réduction donnée issue de M,

1) Toutes les ré&ductions relatives & D se terminent sur une méme

expression.
2) s8i D} et 92 sont deux réductioms complétes relatives 2 T, on a

D1~0ys

clegt 3 dire D'/I)1 = D'/92 pour toute ré8duction D' issue de M.
Démonstration : D'abord toutes les réductions relatives 3 T se ter-
] . . . L. -1

minent. En effet, soit U &tiqueté correspondant & M, Donc t (U) = 1. Con~

sidérons la réduction &tiquetde D, isomorphe & U et issue de U :
Fi Fy Fa |

TU=1 = U} > ees > 07

0 n




P(a) = vrai ssi Ji tel que l=isn et o = degré(Ri)et RieFi

Ce prédicat est borné supérieurement et donc 1'ensemble R(U,P)
des réductions qu'il autorise est fortement normalisable. Or les réduc-
tions relatives 3 D sont comprises dans cet ensemble par 4.3.5 et se ter-
minent donc toutes. Par ailleurs, si DI et D, sont deux réductions com—
plétes relatives a U, on a 91;(92f0}) et 02;(9 /D ) qui_sont aussi rela-
tives 3 D grice au lemme précé&dent, Donc 91/0 =7 /D et ﬂ 9
Cela implique 9'/91 = D'/Dz pour tout P'grace & la remarque flnale de

2.2, 0O

En fait, on aurait pu définir de la mme maniére des rééuctions
relatives & plusieurs réductions issues d'une méme expression et le théo-
réme serait toujours valable. Ce gui importe dans ce th&oréme est que le
nombre de familles de radicaux contractahles est fini., Une autre maniére

de le voir est la combinaison de deux phénoménes : 1) on ne peut contrac-

ter indéfiniment des résidus d'un enserble donné de radicaux (veir 1.8.5),

2) le niveau de cr@ation de radicaux est borné (voir 1.8.4).
Remarquons en outre que D est relative & U et, donc, si D' est

compldte relative & U, on a DP<D',

4,5, Discussion

-

Nous avons deux ensembles de réductiomns cui ont des propriétés
analogues : les réductions étiquetes autorisies par un predlcat P donng,

et les ré&ductions relatives i une réduction donnée.

En effet, ces ensembles ont les propriftés Church-Rosser, de normalisa-
tion forte et de cohdrence des résidus. Fn fait, nous venons de voir que
les réductions relatives peuvent gtre vues comme sous_ensemble de 1l'en-
semkle des réductions autorisées par un certain predlcat P borné, Mais la
réciproque est-elle vraie ? Autrement dit, le degré des radicaux du
A-calcul Btiqueté correspond-t-il & la famille de ce radical ?

Nous alloms voir que ces deux notions colncident dans 1es para-—

graphes suivants. Pour cela, nous devrons montrer que deux radicaux sont

de méme famille ssi ils sont "'créés de la méme maniére”. Et nous montrerons

. gue notre mécanisme d'étiquettes correspond exacterent 3@ comserver la

mani&re dont a &té créé tout radical. A toute paire (B,D), nous associerons
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une paire (RQ,UO) notée encore (R’D)O qui consistera 3 isoler dams U les
pas qui servént 3 “créer" R. Et il faudra définir les réductions créatri~
ces d'un certain radical, Cette notion n'est pas si 8imple, Considérons,
par exemple, 1l'expression M=(Axe (Ay+yB)(Az+A), On a M-i {(Az+*AYR, Le ra~
dical (Az+A)B n'existait pas dans M et est donc un radiecal cré&€. Mais
chacun des deux radicaux de ¥ participe 3 la cr@ation de ce radical. Si
on contracte un seul des deux radicaux de M, on n'obtient pas le radical
(Az+A)B, mais un "sous-contexte" intéressant cul permet d'obtenir le
radical (Az+A)B & 1'8tape suivante., C'est pourcuoi, nous allons nous
intéresser aux "sous-contextes” d'une expression gui nous permettront de
définir facilement la notion de r8duction créatrice ou "génératrice’.

Les sous-contextes seront plus faciles & traiter dans le cadre du A~ecalcul
Btiqueté ; en effet, il y aurait des ambiguité@s si nous restions dans le

A~calcul sans &tiquettes. Nous Etudions donc les sous-contextes €ticuetEs,







CHAPITRE III1

FAMILLES DE SOUS~CONTEXTES

Ce chapitre est un peu technique et n'est pas nécessaire pour le
chapitre suivant, mais il est fondamental pour le chapitre V. Nous introdui-
gsons la notion de familles de sous-contextes qui généralise la notion de

~familles de radicaux. Et nous montrons que cette notion s'exprime bien dans
‘le A-calecul &tiquetd. Nous obtenons ainsi quelques résultats supplémentaires

sur les familles de radicaux.

1) SOUS-CONTEXTES ETIQUETES; RESIDUS; SOUS-CONTEXTES DE MEME FAMILLE;
S50US-CONTEXTES CREES

Pour parler des sous~contextes (déji introduits au chapitre 1), nous
n'échapperons pas 3 deux difficultés techniques : 1) nous resterons dans le
A-calcul étiqueté car sinon le sous—contexte vide [ 1 nous poserait beaucoup
de problémes et nous aurons besoin de ce sous~contexte dans certaines récur-
rences, 2) nous devrons parler d'occurrences que nous désignerons'par des

coordonnées analogues d celles décrites au chapitre I.

t.1. Sous—contextes &tiquetés; définitions :

1.1.1. Définition : L'ensemble 8’8 des contextes étiquetds est le

plus petit sous-ensemble contenant :

[ 7 si o€ E, x variable et AL 1, BL Je
8

X

(ar 1L D

Ox-Al D

*Par suite d'une omission (involontaire),il faut supposer dams tout le chapitre

P(¢) vrai povr tout o.(En fait,tout demeure exact avec P quelcongue)
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Cette définition est analogue i celle du chapitre I et un contexte
est donc une expression &tiquetée ol plusieurs sous-expressions peuvent man-—
quer. ¥n trou est chacun des emplacements od une sous—expression maﬁque.. Nous
avons donc des contextes i n trous od n 2 0. Remarquons que chaque trou a
une &tiquette. Un certain nombre d'opérations définies sur les expressions sont

immédiatement &tendues aux contextes, par exemple (AT D), aB-A [ Jet

aBeAl ] si a,B€E, A[ 1[x\B] %etc....

Pour des raisons techniques, nous considérons aussi 1'ensemble E'e

des contextes A[ ] tels que a+Af ]686 ol a €E,

Nous &8crivons A 3] , AT,31 , A[,,3;] ete ... pour préciser un,
deux, trois trous etc ... dans le contexte AT 7. Et si A[ l—’f.”e et si.

Bi[ ]68'; pour 1 £ i § n, nous notgbns- A {'B'Il'_ ],Bz[ 1, ... Bn[ 1 ;] pour le
contexte obtenu en introduisant'Blf 1, B2[ 17, . Bn[ 1 dans chacun des

n trous de Al 1 précisés en &crivant AL,, ... ; 1.

1.1.2. Définition : Un contexte A [ Jest un préfize du contexte

Bl 1 si B[ I =A I_'BI[' 1, BZE 1, ... Bni" 1; Jpour certains BI[ i, BZE 1,

an 1 def’e oin 3z 0etal 1, BL ]E?;.

1.1.3. Définition : Tout préfixe d'une sous-expression d'une expres—

sion &tiquetée U sera un svus—contexie de U.

1.1.4. Notation : Tout sous—contexte Al 1 d'une expression U aura

des coordonnédes (u, Al 1, U) dont la signification est la suivante :
1) si AL ] est un préfixe de .U, alors u = & (mot vide),

2) si U = OLB_'UI oli a,B€E et si Al 1 est un sous-contexte de Ul de

coordonnées (u], Al 1, U,), alors u = u'é“uI,

3) si U =a8 U, ofi o,B€EE et si Al ] est un sous—contexte de U, de

coordonnées (ul,AE 1, U]), alors u = afly,

69




4) si U = (Ax-Ul)a et si Al ] est un sous—contexte de Ul de coordon—

nées (u],A[ ],Ui) alors u = &l x| u,

5) s1 U= (UIUZ? et si Al Jest un sous—contexte de U, de coordon—

nées (ui, Al 1, Ui) oi 1 £ 1« 2, alors u = mfi]ui.

Nous utilisons la lettre £ pour désigner des coordomnées d'un sous— -
contexte et, si & = (u,Al 1,U), nous posons £ © U pour signaler que le sous-

contexte de ceoordomn@es ¥ est un sous—contexte de U.

La premi&re composante des coordomnées d'un sous—contexte est donc le
chemin issu de la racine de l'arbre représentant 1'ekpression et aboutigsant 3
ce sous—contexte. Cette composante contient aussi les &tiquettes de ce chemin
’
(& la différence du chapitre I). Remarquons &galement que la notiom de sous~
contexte et, par cons@quent, de sous-eXpression est prise au sens large, car
si aB*Al 1 ou of*Al ] est un sous-contexte de U, on a aussi Al 1 comme sous—

contexte de U. Et cela l8vera toute ambiguité pour les contextes de la forme

N

1.1.5. Notation : Les lettres de gauche et de droite d'une Etiquette

@ de E seront notées G(o) et D{(a). Formellement, on a :

G(a) = D{a) = a si aEEO
Gla B y) = Gla 8 v) = G(a) sia, B, YEE
D(¢ B ¥) = D(a B Y) = D(y) si a, B, v €E

1.1.6. Notation : A tout sous-contexte de coordomnées (u,A[ 1,1,

nous associons le contexte {u,U}A[ ;] préfixe de U défini par :

¢ (chemin vide)

1) {u,UFAL 151 =A[.] siu =
2y {u,U}[AT 131 = ag-Al 1 siu=af
3) {u,U}Al 131 = ag.al ! si u = oB
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(lx'{u],U]} AT 1N siv= (AXJU])Q, u = afxx]u,

4) {u,U0} LA 733

5) {u,U} [A[ 133 = ({ul’UI}[A[ 137 r1%H%i v = (Ulﬂz)a, u = of 1]y

et a = G(T(Uz)).

71

6) {u,U3 FAL 15 3 = (L 1% {u,,0,}aL 137)% si U = (UU)% , u = a[2]u,

et a = G(f(U])).

Cette notation compliquée permet simplement de transformer un sous—
contexte Al 1 et son chemin associé u en un seul contexte, Et cette opération
dépend de U dans le dernier cas de sa définition car, pour rester cohérent
avec la définition des contextes étiquetds, on doit introduire une Etiquette

& chaque application contenue dans u.

1

1.1,7. Définition : Le sous-contexte de coordomnnées § = (u,A []1,U)

est contenu dans le sous-contexte de coordonnées £' = (v,B[ 1,U) si u = vu,
et si {u,UAl 7;71 est un préfixe de {v,U} [Bl 1;] . Deux sous-contextes sont

e

disjoints s'ils ne contiennent pas de sous-contexte commun.

81 g est contenu dans &', nous derivons £CE’ sans ambiguité& avec
£c Ude 1.1.4, que 1'on peut donc voir comme une abréviation de i< (g, U, U).
Remarquons en outre que deux sous-contextes peuvent étre disjoints sans &tre
dans deux sous—expressions disjointes. Dans un tel cas, si {u,Al J U) et
(v,BL 1, U) sont les coordonndes de ces deux sous—contextes et s8i u = Vui

nous dirons que le sous—contexte Al ] est sous Bl 1.

1.1.8. Définition : L'union de deux contextes Al 1 et Bl 3_; notée

a

Al 3 u Bl 1, préfixes d'un méme contexte, est définie récursivement par :

Al Ju Al 1=A[1 et Al JuBl 1=B[Ju A['J
[ 1% U oB+AT 1 = af-A et [ 1% u oB-Al 1 = oB-Al ]
Gx-Al D% v OxB[ D% = Ox-al 7 v Bl D

(A,0 34,0 D% v (B0 18,0 D% = (40 1u BT D (4,0 Tus,[ IN®
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n
Cette opération est clairement associative et U Ai[ 1 désignera
i=1 2
1'union des n contextes Ai[ ] . Dans le cas n = 0, on posera U Ai[ 1=o0"73
i=1 '

ot 0f 1 est le contexte &tiquetéd vide tel que O[ TwAl J= Al JuOL 1= AL 3

pour tout contexte Al 1.

Nous résumons graphiquement les définitions précé&dentes sous forme

d'arbre :

Figure 1 Figure 7.
Sous—contexte de coordonndes Al ] préfixe de B[ ]
(u, Al 1,1 '

IFiguEé 3

Le sous—contexte B[ J contient AL 1
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Figure 4

Al 1 et BL ] somnt disjoints

Figure 5

AL 1 et BL ]

ts

join

sont dis

est gous B[

mais Al 1

igure 6
si AL ] et B[L ] sont hachur

F

Ee S

€8 patr

-

1

Al 7T u B[




1.2. Sous—contextes résidus; sous—contextes créés

' R
1.2.1. Dégigi%ion :81i U+ V oii le radical contracté R = ((lx-S)GT)

a pour coordomnnées (v, R, U), les résidus dans V d'un sous—contexte Al

de coordonndes (u, Al 1, U) sont définis par :

1) si Al 1 et R sont dans deux sous-expressions disjointes, le sous~

contexte (u, AL 1, U) a pour résidu unigue dans V le sous—contexte de

- 8
coordonnées (u, AT 1, V). (On est donc dans le cas ol u ='W[i]u1,

(S

v = wﬁj]vl et i,7€ {1,2} avec 1 # j).

2) Si R est sous Al ] ou plus exactement uu, = vg', B'b = B,
b = D(R) et (u, AL 1, W), (wel1]l 1%, U) disjoints, le résidu unique de AL ]

dans V a pour coordonn€es (u, AL 1, V).

3) $1 A[ ] est contenu dans S, c'est-3-dire u = vgl1Jalax] u, et
si Al ] ne contient aucune occurrence de la variable libre x de S, alors le

résidu unique de Al 1 dans V a pour coordonnées (VBEfu], Al 1, v.

4) 8i Al 1 est contenu dans T, c'est-3-dire u = VS[Z]u], les ré-
aidus dans V de A[ ] sont les sous—contextes de coordonnées
- Y3 - '
Al 1, V) oli (Wi’ x =, 8) sont les coordonndes des occur-

rences de la wvariable libre x dansg S.

EN

. R - - e
8i U * V, tout sous-contexte de U n'a pas forcément un résidu dans

V. De méme tout sous-contexte de V n'est pas un ré&sidu d'un sous-contexte de-

U. Graphiquement, on a :

B
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7.\

0(//\

- o,
Ax
—_— Cas let 2
X x
a |
/// ‘.\""--.
A X
_ — Las 3
T X
of
_‘-'.—-—-—-
AxT
% A Cas 4
T 7
X x

Figure 7

Le sous-contexte Al ] et ses résidus sont hachurés

I3
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s sk R . s
1.2.2, Définition : 8i U > V, les résidus dans V d'un sous-contexte

de U sont obtenus par fermeture réflexive et transitive sur la longueur de
la réduction U V 3 partir de la définition précédente. De plus si

v, AT 1, V) sont les coordonndes d'un résidu d'un sous—-contexte de coordon—
3> >

tes radicaux &tant des sous—-expressions particuliéres et les sous—
expressions des sous-contextes particuliers, on peut se demander si les no—
tions de résidus de radicaux et de résidus de sous-contextes coincident. La
réponse est clairement négative, car un résidu de sous-contexte est toujours
syntaxiquement &gal au sous-contexte dont il est rE@sidu alors que le résidu

d'un radical peut différer de ce dernier. Mais ces deux notions se relient

de la mani&re suivante :

1.2.3. Proposition : Si R = ((Aan)“T)B, soient il(R) et iz(R) les
quantités suivantes : i,(R) = 8 et 1,(R) = ((ix-[ 1% 19° 0¥ a = €(x(5)),
b =D(R), B =R' et ¢ = G(t{(T)). Alors si U » V, le radiecal de coordomnnées

(u', R', V) est un résidu du radical de coordonnées (u, R,”U) au sens de

I1.1.8. ssi on a €ui1(R), iz(R), U) g (u'i](R'), iz(R'), V).

Démonstration : Application directe des définitioms. O

1.2.4. Proposition : S1 R = ((lx-S)uT)8 s, posons jI(R) = g1
et jz(R) = [ . Alors si U 5 Vet siRetR' sont deux radicaux de U et V-

de coordonnées (u, R, U) et (u';, R', V), on a2 R' résidu de R au sens de

I1.1.8. ssion a (uj;(R), j,(R), W) ¢ (ﬁ‘j](R'), jz(R'),-V).

Démonstration : &vidente em se servant de 1.2.3. 0

Graphiquement, les sous-contextes associs précédemment 3 un radical

sont représentés par -
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u uf3’ | v [1]

B=B'DIB) DD}

d/..r | “y\i[;rnn [;t/

Gicis))

-—-"-—/

[]

——
e —————— e

J

e

1,2.5, Définition : Si U } V, tout sou3wcontexte_A[ ] de V qui

n'est pas un résidu d'un sous—contexte de U est dit créé par la contraction

de R dans U. Plus simplement, on dira que Al ] est cré&é par R.

1.2.6. Proposition : Si U R V ol le radical contracté R = ((Ax*S)a'I‘)B

a pour coordonnées (v, R, U) et si le sous—contexte de cooxdonnées

{u, Aﬁ 1, V) est créé par R, on ne peut aveir que 1l'un des deux cas suivants :

1) AT 1 = BlasC [asD,[ I, @-D,[ J, ... @D [ 1131 o
n 3 0 et R est sous Bl ] ou plus exactement uu, = vg' avee B'b = g et

b = D(B) et C [ Jde coordonnées (vRa, C0 1, U).

2) AL 1 = &TeD,[ T, @Dyl 1, «o @D [ J; Join 21 et

¢l 1 contenu dans 8, c'est-&-dire u = vsau].

 Dans les deux cas, les sous—contextes Bl ] et €[ ] sont des résidus
de sous-contextes de U, ainsi que les sous—contextes de coordonnées
(vBawiyig, Di[ 1, V) qui sont tels que (wi,'xyl, 5) scient des coo;données
d'occurrences de la variable libre x de S et qui sont des résidus des sous-
contextes (vgl2], Di[ 3, U). L'expression U contient donc le sous—contexte

n
Li Di[ 1, M.

1

de coordonnées Cvgl2],
i
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Démonstration : &vidente en considérant toutes les positions

possibles de Al ldans V et en ne retenant que celles oit AL ] est créé par

R. []

t.3. Coh&rence de la notion de sous-contexte résidu dans le

A~calcul &tiqueté

1.3.1. Notation : Nous considdrons les normes suivantes sur les

8tiquettes de E et sur les contextes &tiquetés deg:f gue nous notons

!Iu”l et [JAl =][119t que nous définissons par :

fla”] =0 si aEEO
oty =llogell = 1¢ Nall; + Nt + vl oo o,8,7eE
k30, = =% = el

| Gaest Bl = ot 1, + all,

I car 380 0, = lar 10+ A3l + el

ol o €E et AL 7, B[ Jsont dans 3;. Ces deux normes comptent donc simplement le

nombre de soulignements et surlignements.,

1.3.2. Lemme : Si INIT(U) est vrai (voir II.1.8) et si U'i-V,
ona (u, AL 1, U) g (v, B[ 1, V) ssi AL 1 =58 J. |

Démonstration : identique.é celle du lemme II.1.8.5. En effet si

(u, AL 1, U) < (v, B[ 1, V), on a par définition A[ J= BL I. Réciproquement,
raisénnons par'récurrence sur la longueur 2 de la réduction U 5 9V. Le cas
2 = 0 est trivial car la condition INIT(U) implique que.si Al 1= B[ 1, alors
Al J et B[ ] sont exactement les mfmes sous_contextes; Si ¢ > 0, la.réduction
U % V se décompose en 3w 8 V. Supposons qu'il existe des.soﬁ5wcontextes
de coordonnées (u, AL 1, U) et (v, B[ 1, V) tels que Al J =B[ ] . Comme
INIT(U) est vrai, on a [IA[ ]I]l = ffB[ ]HT = 0. Donc le sous-contexte

'



(v, B[ 1, V) n'est pas créé par R, car sinon on aurait i B[]”I > 0
d'aprés 1.2.6. Le sous-contexte (v, B[ ], V) est donc résidu d'un sous-
contexte (w, Bl 1, W) et, par récurrence, A[ J= BL 1 implique

(u, AL 3, U) ¢ (w, B0 1, W. D'oti (u, AL 1, U) s (v, BL 1, v. O

1.3.3. Théoréme : La notion de résidu de sous—contexte est coh&—

rente dans le A-calcul &tiquet&. Précisément, si&ai eto02 sont deux réduc—
. # .
tions de la forme U > V et si A[ ] est un sous—contexte de U, alors les

résidus de A[ ] paraD] et -:@2 sont les mémes.

Démonstration : identique 3 celles de IL.4.1.2 et I1.1.8.5. 1[I

1.3.4. Proposition : SiaZl et:@2 sont deux r&ductions de la forme

* . . - s
U >V et si A[ ] est un sous—contexte de V résidu des sous—contextes de

coordonnées (u , AL 1, U) et (uy, AL I, U) parsd, etsd,, alors u; = u,.

Démonstration : identique & celle de II.4.1.4. [

1.4. Sous—contextes de m8me famille

Nous &tendons les définitions de TI.4. aux sous-contextes &tiquetés.

1.4.1. Définition : Si U, Ven et si£= (u, AL I, U) et

g' = (v, BL 1, V) sont les coordonnées de deux sous-contextes de U et V, po-

sons En E' ssi £ s £' ou £' € £ ou s'il existe g" = (w, ¢l 1, W tel

que £ v " ~ £', Nous dironms que les sous—contextes de coordonnées £ et &'

sont dans une mdme famille.

1.4.2. Proposition : 8i £ = (u, AL 3, U) et £' = (v, BL 1, V) et

si £~ E', alors AL 1= B[ 1.

Démonstration : immédiate par 1.2.1 et 1.2.2. [I

1.4.3. Proposition : 8i £ et £' sont les coordonnées des sous~

contextes associés par 1.,2.3 et 1.2.4 aux radicaux (R,U) et (8,V), alors on

atnE' ossi (R,U) v (S,V).

Démonstration : par transitivité sur 1.2.3 et 1.2.4. []

* . - p - .
Voir erratum de la page 63 bis pour distinguer ~ et .,
- i
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11 ne nous reste plus qu'id démontrer la réciprogue de 1.4.2.
quand U, Ve®W,P) et INIT(W) est vrai. Ainsi par 1.4.3., nous aurons

aussi montré la réciproque de II.4.3.5.

80
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2) REPRESENTANT CANONIQUE D'UNE FAMILLE DE SOUS—-CONTEXTES; REDUCTIONS
GENERATRICES

2.1. Représentants canoniques et réductions génératrices ;

définitions

2.1.1, Dé&finition : 81 U-E V ol les coordonnées du radical contract@&

R = ((}\X'S)GT)B sont (v,R,U) et si Al ] est un sous-contexte de V de coordon—

nédes (u, AL 1, V) créé par R, le géndrateur strict de Al j dans U a les

coordonnées (ul, A][ 1, U) définies par :

1) u; = u, AL 1 =B [OxeClx,x,...x1)% DL 15 Tsi
Al 1= B[ & +C [g}le ],‘ngzng,..,ngn[ 33 13 1 oinz0et C[ Ta pour

coordonndes  (vBo, C[ 1, V).

2) up = w8, AL J= (Oxe{w,8} [C 5,%,...%35] DN Db si
u= vBaw, AL ]=¢C EE.'DIE 1, 04D,0 15 o0 @D 13 Joi n > 1 et b = D(R),
8'b = B.

sl
Dans les deux cas, ona If ] = {jd u (u Di[ 1) ot d = G(c(T))
i=1

et les sous-contextes Di[ 1 ont pour coordonnées (vsawiyig, Di[ 1, V)

- Y - . 4 .
oil (Wi, x-1, 8) sont les coordonndes d'occurrences de la variable libre de S.

Cette dé&finition correspond donc aux deux cas de la création de
sous-contexte vus en 1.2.6. On dira aussi que (ul, A]f 1 , U) génére stric—
tement (u, Al 1, V). Donec 51 U E-V, tout sous—-contexte de V est soit un
résidu d'un sous~contexte de U, soit gé&n€ré& strictement par un sous—conteéxte
de U, Dans les deux cas, l'objet associé est unique. De plus le déplacement
de (u, A 7, V) par rapport 3 son générateur strict (ul, Al[ 1, U) sera la
quantité u' telle que u = ulu' . Graphiquement, la dé&finition précédente

s'exprime par la figure suivante :
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2,1.2, Définition : 51 U B v et si Al 1 est un sous-contexte de V,

le générateur de AL 1 dans U est le sous~contexte de U dont Al ] est un résidu

si Al ] n'est pas créé par R ou le sous—contexte générateur strict sinon.

2.1.3. Définition : Si U > V, le géndrateur dans U d'un sous—contexte

de V est obtenu par ré&flexivité et transitivité sur la longueur de la réduc—

R oL o . P -
tion U > V i partir de la définition précédente.

Cette notion n'est pas cohérente dans le A-calcul &tiqueté& et dépend
de la réduction effectuée entre U et V. En effet gi U = ((Ax!((Ay?ye)d xf)c)b A)a
et V = agcaegfb-A, onal3Vetle générateur de'(agbaegé fbeA, V)
dans U dépend'de la rdduction entre U et V. Une solﬁtion semble &tre
une 1légére modification de la définition de générateur strict en consid@rant
des paires "contextes - environnements'. Mais ceci entraine une complication
excessive des objets manipulds. Nous supprimons cette difficulté en ne comsi-
d8rant que des réductions standards.

B

2.1.4, Définition : Nous dirons que la réduciion standard U 5% v

génére le sous—contexte de coordommnées (v, Al 1, V) ssi U=Vousil SE v

est de la forme U si V] +> V ol le sous-contexte Al ] est créé au cours de

VvV, *Vetd :i V, génére le générateur strict de AL 1 dans V,. Nous parle-

rons aussi de vdduction génératrice du sous-contexte de coordonnées

(v, AL 1, V) soug U.

2.1.5. Définition : Si U > V et si (v, AL 1, V) sont les coordon—

nées d'un sous-contexte de V, le représenta’it canonique de ce sous-contexte

sous U a les coordonmées (w, AT 1, W) suivantes (et nous &crirons

(w, AL 1, W) = c(U, (v, AL 1, V))) :

1) Si U=V, aloxrsw=vetW=21

. #* - . .
2) S8i U#V, s0it U > V] L V la réduction standard U Si V. 81

(wl, Alﬁm], Wl) = ¢(U, (VI’ Alf ], V])) sont les coordonmées du repré@sentant

canonique du générateur de Al 7T dans Vl’ on a deux cas selon que ce dernier

est un générateur strict ou non :




84

Cas 1 : 8i (v, A[ 1, V) est un résidu de (Vl’ Al[ 1, Vl), alors
W= Wy, Al J= AIE 1, W= W].

Cas 2 : Si (v], Al 1, VI) est le générateur strict de (v, Al 1, v)
alors v = vt et g1 les coordonndes du radical R contract& sont (vlu, R, Vl)’
Ol pose w = Wlt et W1-§ W oli les coordonnées de S sont (wlu, S, w]).

Cette définition a bien un sens car, dans le dernier cas, le radical
8 existe bien dans W] puisque le sous-~contexte associé 3 R par 1.2.3 est
contenu dans le sous—contexte AIE 1 de V1 {voir 1la définition 2.1.1). Dtautre
part, le radical S crée bien le sous-contexte (w, Al ], W) toujours par la
définition 2.1.1 de AIE 1. Pour (v, AL 1, V) donné, le représentant canonique
sous U est défini principalement par la ré&duction engendrée dans le dernier
cas de la définition précédente. Cette réduction sera appelée la réduction

canonique associée et consiste, en fait, & effectuer les &tapes de la ré-

duction U éi V qui consiste i générer effectivement le sous-contexte

(v, A[ 1, V). Cette définition de repré&sentant canonique est donc faite par
récurrgnce sur la réduction.[ffEV’é partir de 1'expressiom d'arrivée. Cela
nous posera des problémes car nous aimerions avoir au contraire une définition
qui s'exprime en fonction de 1'expression de départ U. Nouns aurons donc be—
soin de renverser l'ordre de cette définition pour montrexr que le représentant
canonique d'un sous-contexte d'une expression donne appartient 3 une méme

famille que ce sous-contexte.

2.2. Définitions et mnotations

Nous introduisons quelques notations destinfes @ avoir une expres-

sion plus parlante du représentant canonique,

2.2.1, Notation : i £ = (u, Al 1, U) et &' = (wu', B[ 1, V), si

* o - . *
U >V et si la réduction U é% V est de la forme

R, R, R
U=U =+ U, $0U, ... ¥U =V
o 1 2 n

ol les radicaux contractés Ri sont tels gue T(Ri)EE0 et ont comme coordon~

nées (uui, Ri’ Ui_]) pour tout i tel que 1 £ i &€ n, nous pPosons

EY - £ = (ﬁfﬁl:'}? < Uy Ugs wes un>)
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Remarquons que la condition -1:(Ri)€E0 n'est pas du tout restrictive
puisque 1la notion de sous-expression est prise au sens large (voir 1.l1.4),
mais permet de définir E' - £ sans ambiguité. Si n = 0, le n-uplet
Uy, Uy,...u > sera noté @. Et nous derirons £' = § + AE ssi AL est la quan-

tité telle que AL = E' - E.

2.2.2, Notation : Si AL = (u, AT 7, Wy, Upyens un>) et

ALY = (v, BL 1, Vs Vg ees vp>), posons
AL sAE" = (uv, B[ ], U LUy e B LUV, UV, uv, >)

Cette derni&re op€ration est associative et nous avoms
(E+AE) + Ail = £ + (A% 'AEI) si £ €U, € =E+ AECU, et
= +. [ i & i 2 k & i d.
52 El AEI U2 et si la réduction U ok UI or U2 est une réduction standard
Cette propriété peu sympathique sera en fait la seule que nous utiliserons
et une dernidre notation nous permet de donnexr une d&finition plus agréable

du repré&sentant canonique.

2.2.3. Notation : Si U >V et si £CV, le générateur de £ par la

- - * i -
réduction standard U ss+t V sera noté gen(U,Z).

2.2.4. Proposition : Soient U Xvet gcV. Alors si d(VU,V} =0,

on a c(U,g) = £. 81 4(U,V) > 0, si la ré&duction U LV ose décompose en

. st
U si%: Vl + V et si El = gen(VI,E), alors on a :
c(U,8) = c(U,g,) si g < &
c(U,g) = C(U,El) + (g-g)) sinon

Démonstration : imm&diate par 2.1.5 et 2.2.1. [J

2.3. Relation entre repré@sentants canoniques et réductions génératrices

- - » : * - .
2.3.1. Proposition : Si U S—E_V génére le sous-contexte de coordon-

nées § = (v, Al '], V), alorg c(U,&) = &.
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Démonstration : immédiate d'aprés la définitiom précédente en

*
effectuant une récurrence sur la longueur de U ;E V. 1

Nous voulons montrer que réciproquement la rédection canonique
associBe géndre le sous-contexte représentant canonique. Pour cela, nous

avons besoin de quelques propri&t@s supplémentaires des réductions standards.

2.3.2. Définitions et notations

51 © R V, le contractum dans V du radical R = ((AX?S)GT)B de

coordonndes (u,R,U} est la sous—expression S[x\g<TJ de V¥ de coordonnées

(uBa,S[x\gsTl, Vi),

Une sous-expression W de U est d droite d'une sous—expression V

de U ssi V contient W {(au sens large) ou si W et V &tant disjoints, W est.
effectivement 3 droite de V. Formellement, si W et V ont comme coordonnees
(W,W,U) et (v,V,U), on a W 3 droite de V ssi w = Vw, ou v =V aEl]V et

W o= VIGEZJWZ .

3i U f V, une sous—expression A de V est & droite de Za réduction

standard U é} V ss1 A est 3 droite du contractum du dernier Iadlcal

contracté dans U é? v.

Enfin, la pavtie fonetton du radical R = ((lx'S)GT)8 est la:isous-
D(o) ' .

expression {Axe8)

. . ¥ e s o '
2.3.3, Lerme 1 : Si U nowm (Ax* V)" = Fon(U) et si a = D(a),

alors (AXfV)a est a droite de la ré&duction U no%ﬁ Fon(U).

- 3 - ) ko3
Démonstration : Par r@currence sur la longueur £ de U ngfm Fon(U}.

8i & = 0, le lemme est trivial. Si £ > 0, alors on a par dé&finition de

Fon (voir 1.4.2) la réduction U n%fm Fon(U) sous la forme :

= ¥ % » 8 YR 4 = '—- r -- % . G
(U]Uz) aom ((AY-U3) U2) > W=v8 UBLY\ﬁ_UZ] By (Ax-V)
- ay - :
ol Fon(U ) = (AY U ) . Donc (Ax-V) o YB-(Ax-V)' et, si W= YB.W!’ on a

W el (AXoV) 1 ol Fon(w ) —(Kx»V) . On a donc deux cas. Soit &, la
1 norm _ !



longueur de cette derniére réduction. On a 2] < # , Donc si El > 0, par

. ®
récurrence (Ax*V? est 3 droite de Wl norm Fon(W ), donc # droite de
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%
U ngim Fon(U), en posant a = D(a) = D(ul). Si 21 =0, on a Wl = Fon(W ) = (lx-V}

Or le contractum de R dans W est W] = U3fv\§:U2} qui contient (AX-V) ol
= D(a) =D(ap). -

. o . * - -
2.3.4. Proposition : La ré&duction U é? v R W est une réduction

standard ssi la partie fonction de R est & droite de U gi V.

Démonstration : par récurrence sur <% , ”Ur!> ol f est la longueur

de U il V et I1U“ est la taille de U. Si ¢ = 0, la proposition est triviale.

Si & > O alors raisonnons par cas sur la forme de U Ei v B W.

Cas 1 : U= x". Alors L = O et ce cas est déja vu.
o o o
Cas 2 : U= (Ax-UI) . Alors V = (Ax-Vi) s W= (lx-Wl) et

Par récurrence sur la taille, on a le ré&sultat voulu.

) ° = & ¥ = 0:5 = .
Cas 3 : U= (UU,)" > V=(VV)" W W W) ot U1->V1+Wl

* k3 . - A * *
et U2-+ V2 > WZ‘ De plus la ré&duction .:-V est de 1la forme U -% (VIUZ) §? V.
Soit 22 la longueur de la ré&duction U2 It V2 On a deux cas. Sl 22 > 0,

on a la partie fonction de R & droite de U ;i V ssi la partie fonction de R

est 3 droite de U2 5§ 2, et donc par récurrence ssi U2 ;% V2 1S W est
standard, c¢ est_a—dlre ssi U —* v § W est standard. Si 22 = (0, on a soit
R dans VI

R dans V2 = U2

et on applique le Ialsonnement precedent sur U i-wl, soit

v, &3 (vw

et alors la réduction (UIUZ) 1 2)

st 2)
Cas 4 : U = (UIUZ)" I (x.n) PRy - aB+A[x\8+B] Sw= aE-W '

On a deux sous—cas. 51 V est entre uB.A[X\g B] et W, alors comme U 3 ¥

est standard, om a (Ax.A) Fon(U } et B = Uz. Donc la Ieductlon

u -> v 3 W est standard ssi la reductlon aB-A[x\BuB] V R W est standard

ssi, par récurrence la partle fonction de R est a dr01te de mB-A[x\g B3 v,

t
‘clegt~ a—dlxe 3 droite de U 3 V. Si V est entre U et ((Ax.A) B) , alors
= ((Ax.A) B) =Ret W= aBiALx\@:B]. Et en appliquant la proposition

11.1.4.3, 1la réduction U j; v § W est de la forme :

0

= U 3 (o) 5 axenfu® X 0x-0m® R oFearx\gesd =

o est standard.
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oli (AX-UB)B = Fon(Ul). Donc si cette réduction est standard on a U3 = A

et U2 = B et le lemme 1 indique que la partie fonction de R est 3 droite
de U

U éi V, on a U3 = A et U2 = B et donc 1la réduction U é% v § W est standard. [J

V. Réciproquement, §i la partie fonction de R est & droite de

w
o

En fait, c'est la définition de r&duction standard donnge par
Curry & Feys[141. Ceci signifie donc que la ré&duction U 3 v 3W est stan—
dard ssi U3 Vv et V ¥ W sont deux réductions standards et si la partie fonc-
tion du premier radical contracté dans la réduction V g% W est & droite de .

* . - ® . » - -
U ol V. Intuitivement, cette proposition est la combinaison de deux phéno-

ménes

1) les radicaux créés ont leur partie fonction & droite du contrac—

tum du radical créateur,

N
2) si U g V, les radicaux résidus dans V sont 3 droite du contractum
ssi ils sont r8sidus d'un radical & droite de la partie fonction de R dans U.

Mais nous verroms plug en détail cette propriété par la sulte.

2.3.5. Proposition : Si U 3 V, si £V et si ¢(U,8) €« W, alors la

réduction U é% W géndre c(U,&).

Démonstration : Il suffit de montrer que la réduction canonique

associge 3 ¢(U,g) par 2.1.5 est standard. Raisonnons par r&currence sur

d(U,v) si ECV.

Cas 1 ¢ 8i d(U,V) = 0, alors U =V et c(U,E) = E. Ce cas est trivial.

Cas 2 : 81 4(U,V) > 0, la ré&duction U g% V se décoﬁpose en

U i% Vi + V. Soit El = gen(Vl,E). Alors on a deux sous~cas.

13}

Cas 2.1 : On a E! < &, Alors c(U,E) c(U,Zl) et ce cas se traite

par récurrence.

Cas 2.2 : EI est le gé&nérateur strict de §. Alors é' = é(U,g)

= c(U,gl) + (& - g])C:wu Posons c(U,E]) = gi c wi“ Par récu:rence, la réduc—

tion U ;% W, génére 5}. Or E; est clairement le g&n&rateur strict de_é' par




définition. Il reste donc 3 montrer que U ;% W] §-W est standard. Par 2.3.4,

il suffit de démontrer que la partie fonction de S est i droite de U EE Wl'
Ceci n'a d'inté&rét que si d(U,Wl) 2 1, donc si les ré&ductions U s% W et

U é% V se décomposent en

. S, S
A
et _
U—>VR—>IV iviv
st 2 3 st 1

= 1 _ et _ L - *
od El = 52 + (53 52), 52 C(U,EZ) et 53 < £y, avec £, CN,, E,CV, et
£3c:Vj, en appliquant la définition de repré&sentant canomnique (voir 2.2.4).

3
Posons @
AN
E' - &l =&~ & = (8, AL 1, <p>)
Ei - Eé =837 &y = (61, A][ },,<p1>)
£, = (vy, AL 1, V)

- 1
52 (Wz, Az[ 1, Wz)

vy
It

(v], Ali.]’ V])

Comme E] est le générateur strict de £, le contexte associ& en
1.2.4 au radical R est contenu dans le sous—contexte AIF']de coordonnées 51
et donc g3 3 implique que R est résidu d'un radical R’ de V3 dont son
contexte associé par 1.2.4. est aussi contenu dans 53. Or la ré&duction
U si V est standard et, par définition (voir II.1.4.1), le radical R' est &
droite du premier radical contracté par V3 é% V. Donc la partie fonction de
R' est 3 droite de U 3> V, par 2.3.4. Calculons explicitement les coordon-

nées de la partie fo§§§ioibd; R' et du contractum R; de R, dans V,, en
posant R1 = ((Axl-cl)'IDl) 1’.et R' = ((Ax'-C')aD')b oll on peut toujours
supposer b, bIEEo' Les coordonnées de R] sont (V2p1, R], VZ) at celles
de R; sont donc gvzp}biqi; R;, VB)' Les coordonnées de R sont

(le, R, V]) et €3 = (v261, AIE 1, V3); donc celles de R' sont |
(vzﬁlp, R', V3) ‘et sa partie fonction a (vzélpb[f]a' s ka’-C')a, Vé)

comme coordonndes si o = a'a et aEEo. 0r les coordonnées de S] et S sont

89
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(szl’ SI’ WZ) et (wzélp, s, Wi). De plus, les radicaux_sl et S qui
correspondent 3 RI et R ont leurs contextes associés par 1.2.4 contenus

dans Ez et Ei’ puisque ces deux derniers gén@rent strictement 53 et £.
o b -
~ 1 1
Done S1 = ((lyI'El) Fl)
contractum Si de 8, dans W,
et (Wzélpbfl]a', (Ay-E)?, Wl)' Donc comme la partie fonction de R' est
d droite de Si. N}

et § = ((Ay-E)aF)b et les coordonnées du

et de la partie fonction de S sont (wzplblai,si,wl)

d droite de R;, la partie fonction de S est aussi
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3) EXPRESSION DU REPRESENTANT CANONIQUE

Si U3 vet £cV, nous donnons une expression récursive de c(U,&)
selon toutes les positions possibles de £ dans V et selon la forme de la
réduction U ;;t.: V. Nous allons voir apparaltre trois grandes famillesrde cas
dans cette &tude exhaustive : un cas de récurrence sur U, V et £ en 3.2., le
cas des sous—contextes préfixes en 3.3 et le cas (le plus important) ol o

2 (3 ] * . o *
€limine des contractions inutiles pour £ dans U St V en 3.4,

3.1. Corollaires de la définition

- . * *® . .
3.1.1, Proposition : S1 U i v o W est une réduction standard et

i3]
9}

si ECW, alors on a @
C(U;E) = C(U,; EEH(V:E)) + (c(V,E) - gen(vyg))

Ddmonstration : par récurrence sur d(V,W). Si d(V,W) = 0, alors

V=W, c(V,g) = £ = gen(V,£) et on a bien c(U,E) = e(U,g) + (§-g). Si

: . * "
d(v,w) > 0, alors la réduction V s->1-: W se décompose en V Sfi);-: WI -+ W. Posons

51 = gen(WI,E). On a deux cas :

Cas 1 : &, & . Alors c(U,8) = c(U,g)), c(V,8) = c(V,§,) et

gen(V,E) = gen(V,El) . Ce cas se traite donc par ré&cutrence.

Cas 2 : f-;] est générateur strict de £. Donc _ :
c(U,8) - c(U,gl) = ¢(V,E) — C(V,E]) =g = ?;1. De plus, on a gen(V,§) = gen(V,gl)
par définition. Posons c{U,E)C X, c(U,El) c Xl et e{V,5) & ¥, c(V,El) c Yl'
On a par r&currence c(U,El) = c(U,‘.gen(V,gl)) + AE et c(V,F;l) = gen(V,E;l) + AE.
Or, par 2.3.5., les ré&ductions U i X] »~ X etV vl Y1 = Y sont standards

et, par la remarque de 2.2.2, on a :

e(U,8) = c(U,gen(V,8)) + (&g (E-Z)))

c(V,£) = gen(V,8) + (AE(E-ED). [

3.1.2, Lemme : Si U :4{__ v Sj%: W est une réduction standard, si

EcWet si ¢(V,£)cX, alors la réduction U s*—)i: v 51—: X est standard.




Démonstration : en appliquant la définition de c¢(V,{) et en raison-

nant par récurrence sur d(V,W) qui est la longueur de V g% W (voir IL.3.7).
Si d(V,W) = 0, alors c(V,&) = £ et V = X. Le lemme est alors trivial. Si

d(V,W) > 0, la réduction canonique associge 3 c¢(V,f) est exactement la ré-
duction V ;% X par 2.3.5. Il suffit donc de montrer em vertu de 2.3.4. que

la partie fonction du premier radical contracté par V éi X est & droite de

- - - w_ qas R’
) ;i V. Par récurrence, on se raméne au cas ou d(V,X) = 1, c'est—d-dire V 5> X,
et od ia réduction U g% W se décompose en U ;i v et WF R W avec £ créé par R.
La définition de c(V,£) implique que R est un r&sidu de R'. Comme la réduction

# ; . o . - R -
U or W est standard, le radical R' est 3 droite du premier radical contracté

* v v o .
par V et W. Donc sa partie fonction est 3 droite de U gi V par 2.3.4. O

: S L | “\
3.1.3. Propesition : 51 U ;% v ;% W est une r@duction standard et si
ECW, alors on a c(U,8) = c(U, c(V,E)). B

Démonstration : par récurrence sur d(V,W). 8i d(V,W) = 0O, alors

V =Wet c(V,§) = £ et la proposition est triviale. Si d{V,W) > 0, alors la
réduction V gi W se décompose en V é% W, = W. Posons &, = gen(wl;s). On a

encore deux cas :

Cas 1 @ 61 L & . Alors c(U,E) = c(U,El) et c(V,E) = c(v,g]) et ce

cas se traite par técurrence.

_ Cas 2 : El génére strictement £, Alors

c(U,8) — c(U,g)) = c(V,8) - ¢(V,§)) = & ~ §,. Posons c(V,E) € X,

c(v;gl) c Xl" lLe sous-contexte de coordonnées c(V,SI) est-générateqr strict
de ¢(V,£) et la réductiqn U éi v ;% X est standard par le lemme précédent,
Or par 2.3.5., la réduction V gi X1<+_X est la réduction'V'ii X. Donc

ce(U, e(V,EN) c(U, C(V’EI)) + (c(V,8) - c(V,EI)) par définit%on. D'oii

c(U, e(V,E)) = c(U,EI) + (EHEI) = ¢(U,&) par récurrence. O : o

3.2, Expression du représentant canonique {simplification sur la

premidre composante de coordonnées)
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3.2.1. : Proposition : Si a ¢ E0 et w,B £E, ona:

il

c(aBU;, ( aB vy, AL 1, aB+V,)) (abw ,AL 1, oB-W,)

i

¢ogU;, (aB vy, AL T, aB+V,)) (afw AL 1, aBeW))
C((AX-UI)a, (aEAx}vl, Al 1, (kx-Vl)a))= (a[hclwl,A[ 1, (Ax-Wl)a)

c(UU)%, (allly,, AL, (VVI™) = (alllw, AL 1, (W05

]

a ‘o a . a
c((,u)%, (al2lv,, AL, (V,7,)%) (al23w,, AL 1, (UW,)P)

ofi on a (Wi’ AT 1, Wi) = c(Ui, (vi,A[ 1. Vi)) pour i = 1,2 selon les cas.

Démonstration : Nous ne considérons que le cas oi U = astI et
L4
V = aB-Vl, car tous les autres cas se démontrent de manidre identique. Nous

raisonnon par récurrence sur d{U,V) et nous posons £ = (dévl, Al 1, ¥

et g, = (vl, A 7, Vl). Si d(U,v) =0, alors U =1V, U1 = Vl et

c(U,&) = &, c(U,gl) = 51 et ce cas est trivial. Si d(U,V) > 0, alors U-gt v
se dé&compose en U Ei
géndralité (voir 1.1.4). Et domec V' = aE-VE et R est interne i V;. Donc la
. > * a .* ' R L r
réduction U1 o VI se décompose en U1 2t V1 > Vl' Posons & gen(V',£} et

E; = gen(V;,sl). On a deux cas :

v’ B V. On peut toujours supposer [(R)eEO sans perte de

Cas 1 : &' < & . Alors on a aussi Ei < EI car les deux réductions

vt Byoet Vi % V, sont isomorphes. Donec c¢(U,&) = ¢(U,2') et

._c(Ul,gl) = c(U],Ei). Par récurrence, on obtient donc le résultat voulu.

Cas 2 : E' est générateur strict de £. Alors, comme précédemment,
on a g; générateur strict de £, De plus, comme le sous-contexte de coor—
données £ est dans V], on a £' contenu dans V], c'est-d-dire £' = (aBV;, ATET,VY)
et E; = (V;, A'C 1, V;). En outre § -~ ' = gy - E; = (8, A[ 1, <p>). Par |
(GBW;,_A'[ 1, aB'W;) si C(UI’ E;) = (Wi, A'T 1, W;)-

récurrence, on a c(U,E")
D'od o
C(U:‘E) = C(U,E') + (g_gi) = (aé‘:‘\?ia: Al ], aé-wl)
et '

e(U;58)) = c(U,E)) + (§,-8)) = (w] 6, AL 1, W)). O

Corollaire : 81 £ = (u, Ul’ Ty (E] -~ (e, Ul’ Ul))’ alors

e(U,) = (u, Uy, V) + (e(¥, £,) = (e, U}, UD).
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Ces Equations montrent donc que générateurs et yveprésentants
canoniques ré&current bien sur la structure des expressions &tiquetées. Il

en est de méme pour la notion de familles de sous-contextes.
3.2.2. Proposition : Si X et Y contiennent des sous—expressions
de coordonnées (w,U,%X) et (w,V,¥), si X 3Y et si

(u A[X] U < (v Al 1 ,V) alors on a (CWu,AE ] ,X) £ (wv, Af T,Y).

Démonstration : immédiate par ré&currence sur IIX[I.

it

Cas 1 : 8i w =g, ce cas est trivial.

#
Cas 2 : Siw= aswi s onaXs= aB-X 3¥ = aps Y,. Done X, + Y,
et cette\xeductlon est igomorphe 3 la precedente, Par recurrence, on a

(w u,Al J,-X ) {(w v, Al 7, YP D'oli {wu, A{? X) & CQwv,Al 1,Y).

li

Cas 3 : Siw qﬁpﬁ on se reporte au cas précédent.

Cas 4 : Si w = a[lxiwl, on a X = (Ax‘Xl)a et ¥ = (lx-Yl)a

or X 3 ¥ implique Xl 5 Yl et cette ré&duction est isomorphe d la précédente.

Donc, comme, par ré&currence, on a (u,Al 1,U) g (v,AL ],V) qui implique

(wiu,AE_L, 1)‘\ (WiV?A[.3, Y?, on a egaLement (wu,Al 1,X) ¢ (wv,Al 3; X}.

Cas 5 : Siw=all]w, onaX= (XX)% et ¥ =(¥,7,)?

Donc X > ¥ implique X] i-YI et X2 ETYZ. Donc U et V sont les sous-expressions

de X1 et Yl de coordonnees (W ,U,X ) et (w V.Y ) Par récurrence on a

(v u, AT h W ) (w v »AL ] Y ) . D'ou G, AL 1, X) < fWV,Af J Y) pulsque
14 reductlon X Ty est constltuee des deux Ieductlons séparées Xl LS Yl et

X, % 1,.

Cas 6 : Siw= ad?] W,, On se reporte au cas précédent. 0 -ﬁ'é

Corollaire : Si X, Y, Z contiennent des sous—expressions de coor-—

donndes (u,U,X), (u,V,¥), (u,W,Z), si x5y et in Z et si
(vy AT 1, V) ¥ (w, AL 1, W), alors on a aussi (uv,Al 1;91§ (uw, Al 1@Qz)f; -

#




95

3.3. Représentants canoniques des sous—contextes préfixes

3.3.1. Notations :

Nous adoptons une notation vectorielle AL Jqui sera considérée comme

une abréviation textuelle de Al[ 1, Az[ Iy -ee An[ l1sin=0et Ai[ 1 e éz
pour tout i entre 1 et n. Et nous E&crirons K[ ]eéz. De :n8me, la notation ]
est une abréviation de U}, U2, .es Un sinxz0 et Ui € Ae pour tout i et

nous &crivons U e Ké,
Nous désignons par€" 1'ensedble des contextes A[ ] tels que
> . > - P e
A[BL 1ie €e si B[ le B,- Done seuls les trous des contextes de é’"e peuvent

avoir une Eétiquette vide ou incompléte.

3.3.2, Proposition : Si (e, Ai[ 1, Wi) =_c(Ui,(e5AiL 1, Vi)) pour

i=1,2et siace Eo et a,B € E, on a:

c(aE-U],is,ag'AIE ],uéovl)) = (a,aE'Al[ ],QE'WI)

:e{ageU,, (e,a8°A 0 1,0V ))) (e,08-A,0 1,08-W)

c((x U, (e,0x-4 [ DT, (x=vD) (e, Ok, 0 DP, QoW )

(U3, (e, (4,0 a0 D, (1vH) = (e, (AT 1,0 DT, 0

Démonstration : analogue i celle de 3.2.1. O

Corollaire : Si B[ :]eé‘"é et si Al k%e et U, Ve Ke’ on a

c(B[TI1, (e, BLIAL 11,BIVI)) = (e, BLACIJ, BLWI)

ol _ c(Ui, (E,Aip 1, Vi)) = (e, Ai[ 1, Wi) pour tout i,

3.3.3. Lemme : Si a « Eo’ on a :

e(x2, (g, x5, ) = (g, x°, )

c (U, (e,b ]as V))

]

(e,0 13, ®
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Démonstration : La premiére &quation est triviale. Pour la seconde,
a et donc (e, [t]a sU) € (e, C ] .. '}

1

on a forcément G(r(U))

3.3.4, Proposition : On a (U, (e, A[fj;V)) = (g, A[ j,U) si A[iﬂ;

est préfixe de U,

Démonstration : par récurrence sur [[U[} en utilisant les deux

propositions précédentes.[] -

3.3.5. Lemme : Si U'“* V géndre le sous—-contexte de coordonndes E

* - -
de V, alors U 5? ¥ géndre aussi tout sous—contexte de V qui contient £.

Démonstratzon : par ré&currence sur 4(U,V) car si U -% V se

décompose en U w W fr V et si ECE'CV, on a2 aussi gen(W, E) c gen(W,E" )W, D

3.3.6. Lemme : 51 Fon(U) = (Ax*V)a, alors la réduction U n%im Fon(U)

- = = a )
génére le sous—contexte de coordonnges (e, 17, Fon(U)).

Démonstration : par récurrence sur la distance d(U, Fon(U)).

Si U = Fon{lU), c'est évident. Sinon la réduction U + (AX-V) se décompose en :

'

- B * .
= (UIUZ)B n%rm ((?ty_,'U-s)YUz)B > BY Uy fy\rU,1 = U s Ox sy @

ol Fon(Ul) = (}\waB)Y° De plus on a Fon(U') = (Ax-V)a et o = B;al.
# -
Par récurrence, la réduction U’ ngrm Fon(U') génére le sous-contexte de coor—
données (e, ju; Fon(U')) Or, si on pose t(U') = B?ﬁﬁi le générateur dans U’
du sous-contexte] } préfixe de Fon(U') est un sous—contexte de coordonnées
norm

(e, By-A[ 1, U ), pu1sque o = -BYa et la réduction ((Ay<U )YUZ) >y 3 Fon(U;
génére par définition le sous-contexte(s,_] ,Fon(U)). De plus le generateur i
de ce sous—contexte dans ((Ay"U )YUZ) = U" a des coordonndes de ta forme

(e, ((ky*A r J)Y A, f J)B U") et donc contient le sous-contexte (e, { 1 Fon(U ))
Comme par récurrence, la réduction Ul n%rm ;on(U ) génére ce dern1er, la ré-
duction U % Fon(U) génére (s,f I*,Fon(U)) en appllquant 3.3.5. D

3.3.7. Proposition : Si Fon(U,) = (lszB)B, on a

i

c((U,U)%, (c,0BAT1,0B 7)) = c(aBr U Bx\&:U, 1, (e,0B°AL' TaBv))



Démonstration : Posons § = (s déiAfﬁiiaEJV), U= (U]UZ)G,
U' = 0B U3fX\B-U let U" = ((AxUy) By ) . On a gen(U',&;) et gen(U",£)
de la forme (e, aB-A T J U') et (s ((lx-A r ]) A [ D%, U"). Par les
deux lemmes precedents, la réduction U n%fm génare gen(U",£). Donc
par 2.3.1., on a c(U,gen{U",E)) = gen{(U",Z). Comme gen({U",£) est générateur
strict de gen(U',£), on a c(U,gen(U',£)) = gen(U',£). Donc, par 3.1.1. on a
c(U,8) = c(U',5).0 |

3.3.8. Lemme 1 : 8i U et V contiennent deux sous—contextes pref1_

xes de coordonnées (e, A[ :1,0) et (g,Af ],V) et si U il ¥, alors on a

(E A[ ] U) (E’A[ —J V)

Démonstration : comme les ré&sidus sont cohé@rents, il suffit de

‘g * . . .
con51der%r U é? V et de raisonner par ré&currence sur la taille de U. Le

seul cas litigieux est quand la réduction U gz'v est de la forme :
. :
— i u * - a P L) " . * = o -
U= (H]UZ) ndrm ((XXAUB) Uz) > af U3[§\§JU2] > V = G-V
ol Fon(U ) = (Ax-U3) . Alors AL ¥ ne peut &tre de la forme (A r ]A [ 3)

ou aBaA [ J, car alors il ne serait préfixe que de U ou V. Donc

kY

Al ] 4= [ T ou a]EE et a] 5 T . Et alors on a trivialement

(ea AI: -], U) g (E: AE :I, v¥. O :-!; .

3.3.9. Lemme 2 : Si (e, AF 1, W = c(U,(e, AT 1, V)), on a WX V.

Démonstration : immédiate par récurrence sur <d(U,V),[[u]| >

en utilisant 3.3.2, 3.3.4 et 3.3.7. 1~

3.3.10. P109931t10n : On a c(U,(e, Al } ) < (=, A[ ] V).

Démonstration : en réunissant les lemmes 1 et 2. []

3.4. Représentant canonique {(€limination des contractions inutiles)

Nous cherchons 1l'expression de c(U,£) lorsque U = (U]Uz)a
vV = a{_S'V1 et § = (agvf , AL 1, V) et aEEO. On peut en effet toujours se
N - eas ‘ . . % '
ramener au cas oil r(U)EEo en utilisant 3.2.1. La réduction U éi V est alors

de la forme :

97
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3 = | ; - t ﬁ. ‘;7. iy N - '* 3 F -
@) U= _) 'Eff _ (QX Uy " ) > U = apeUylx\B-Uy ] 3¢ V = 0BTy
oli Fon(Ul) = (Ax;UB)B et nous verrons que l'expression de c(U,£) ne dépend
que de la position de gen(U",£) dans U". En fait, nous aurons trois cas qui

correspondront d gen(U",E) dans U3, dans UZ ou chevauchant U3 et UZ'

3.4.1. Leme : 51 U = (00?3 v = 4BV, et si € =(abv;, &1, V),

os

trois cas sont seulement possibles pour gen(U,£&)
1) gen(U,8) = (e, (Owal DF AL D, W
2) gen(U,8) ¢ (21, Uy, V)

3) gen(U, E) c (a[l15rkxj U » U) et alors le sous-contexte de coor—

données gen(U £) ne contient aucune occurrence de la variable x lige par

(AX%UI)

Démonstration : immédiate pat r8currence sur d(U,V) en appllquant les

définitions 2.1 car la ré&duction U -* V est de la forme U -+ aR+U [X&B-U g 5; v.O E

Les trois propositions suivantes donnent 1'expression de c(U;E}),
pIop b )

si ECV et 81 U 5% V est de la forme (i), selon les trois cas du lemme précédent

appliqués 3 gen (U",E).

3.4.2. »Proposition : Si U s% V est de la forme (i), si

= (aEvI, A{lj; V) et si gen(U",z) est préfixe de U", alors on a c(U,g) = c(U';g).;

Démonstration : On est donc dans le premier cas du lemme et om appli-

que le méme raisonnement que dans 3.3.7. [1.

3.4.3. ?Propositicn : 51U gi V est de la forme (i), si

£ = (aEv], A[.j, V) et si gen(U",g)cﬁ{dﬁZj, U2,U"), alors on a
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1) e(U',2) = (QEW3Y3§W2, Al 7, W') ol (WB,‘X?3, UB) est une
occurrence‘libre de x dans U3 et
W' = aBC foWZ, 6°U,, '”E"U -+ B, Jsi Cy (s jei? est le plus grand préfixe
de U3 ne contenant pas x llbre dont 1e trou dlstlngue correspond 3 1'occurrence

T3
(WB’ X, UB)

it _ S : - .. B a
2) e(U",2) = (a[23w2, AL :_!, ((Ax1U3) Wz) )
3) e(U,8) = (al2lv,, AL 1, (UU,)?

Démonstration : immédiate en se servant de 3.1.1, 3.1.3 et 3.2.1

(corollaire). En effet, par 3.1.1 , on a
c(U",8) - c(U", gen(U',£)) = c(U',8) ~ gen(UlE) =

01’.', comme gen(U",E)C(&fz}s U2:U )’ on a gen (U"’g) gen(U!sg)
par la définition de générateur. Donc la définition de représentant canonique

implique c(U", gen(U',£)) = gen(U",2).
On a donc :
AL = c(U",5) - gen(U",£) = c(U',£) - gen(U',£)

Explicitons cette &quation en posant Af = (u, A[. 7» SIPLIPRERR >)
et gen(U",g) = (a[2 ]tz, A, [ L, . La deflnltlm; de gé@nérateur donne
gen(U',8) = (aSW3Y3_Bt2, A 1, UY) olt (w3, X 3, U;) est une occurrence de
x libre dans UB' On a doné e(u,g) = (a!;2‘}t2u,_- AT -},((lx-“UB)BWZ)a) ol la

réduction U, % W, se décompose en :

2 st 2
R..I R2 Rn
U2=XO+X1 -+X2. <—>-Xn=W2
oli les radicaux R. ont (tzui, Ri’ 5 I) comme coordonnfes. De méme
c(U',z) = VVYSBt u, AL 1, W) ol la réduction u' é% W' se décompose en:
= o X * = . - " =
) aB.UBE\.S, 2_;Y0—>~Y! —>_Y2.. +Yn W
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TR

oii les radicaux 8., ont (an Y. Bt U, S., Y. ) comme coordonnées. Do
' L 3°3% B S T SIS B
Si Cafﬁjtest le plus grand preflxe de U3 ne contenant pas x libre dont le
trou précisé avant le symbole ";" correspond au chemin W3Yg, OTL & bien

‘\' = “-‘ ) -“ ° - ) ™
W o= ag C3F§ W BSUys By, oo B AUZJ;

On peut maintenant exprimer e(U,Z) en posant 52 (t J8a 3 AL 2)
"En effet, par 2.3.1 et 2.3.5, on a ¢(U", <(U",8)) = c(U",£). Donc c(Uz,.gz) £,
par 3.2.1. Or par 3.1.3, on a c(U,&) = ¢(U, ¢(U",£)). Donc 3 nouveau par
3.2.1°, on a c(U,8) = (at2jt2u,* A{gj, (Ul Wz)a). 5

3 4.4, ’Lemme 1: Sl U 4 V et v W et 31
Urx\a X] 4 V[x\asX] W{x\u«X] alors on a V=W

Démonstration : Pour toute expression A, nous dé@signons provisoirement

ar A* la quantité Alx\c+X] . Nous raisonnons par récurrence sur
P q L X AL p

<d(u,V), | Ul] > et examinons tous les cas possibles pour les ré&ductions U 3% A

¥
et U -+ W.
st

]

it

Cas 1 : U yB, Alors U = V = W.

Ox-U, yB. Alors Vv = (hx-V,) etw =W, »® o U, k4 v, et
B
)

[

Cas 2 : U
U, > W,. De plus U* (Ax«u* ), v v )P e W = (Az-w*

UT X VT Wl et par récurrence VI = W}, donc V= W.

. Donc

H]

Cas 3 : U= (Ule)B, V= (VIV2>8 et W (W]WZ)B. Ce cas se traite par

la méme r&currence que précédemment.

Cas 4 : U= (U UZ)B, V = (V ) t W= B;'WI.'Ce cas est impossible
car alors on a V* = (V* V* ) W* = By°W1

‘g§§_§.. U = (U )B Vv = BY'V et W = BY‘W . Alors on a

- » 1 ’ - 'Y = T ]
Unorm BysU 3 LyKI’Uz‘ = U' ol (Ay*U, ) FDn(U Y et U el v, U b W.
or d(uf,v) < 4(U,V} et donc par ré&currence on a V = W, 7"‘
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3.4.5, Proposition : Si U<§t V est de la forme (i), si

£E= (aEvl,'A{ 1, V) et si gen(U",&) < (all11p [xx], U3, U"), alors on a :

1) C(U',g) _ (a"éw?’,. AL 1, a§.§q3[x\§.U2]) oii U3 j;- WB
2) (@, = (al1180ahry, AL T, (Oue)® 1)%)
3) e(U,8) = e(U, c(U",B) = (alilw, AL 3, (W,U)%)

Démonstration : analogue 3 celle de 3.4.3. En effet, par 3.1.1,

on a
e(U",8) - e(U",gen(U',£)) = c(U',E) ~ gen(U',E) = AE

Or comme gen(U",&) & (al118[3x]1, U,, U"), on a gen(U",£) < gen(U',£)
par la définition de générateur. Donc la définition de représentant cano--

nique implique c{(U", gen(U',£)) = gen(U",£). D'ol
AE = e(U",E) - gen(UV,£) = c(U",E) - gen(U',E)

Posons AL = (u, A[ 1, WU, un>) et
gen(U",&) {(al11RCAx] t,, ABE 1, U"). La définition de générateur donne
gen(U",Z) (aEtB, A3[ 1, U")., On a donc
N - . *
e{U",2) = (afl]B[kx]tBu, Al 1, ((lx-w3)B Uz)a) oti 1la réduction U3<gt W3

il

se d&compose en

oli les radicaux Ri ont (t3ui, Ri’ Ximl) comme coordonnées. De méme

e(U',2) = (aétBu, AT 1, W') ofi 1la réduction U' Ze W' se d2compose en

- gi S2 Sn
L . - = - T
U' = aBeULx\BeU,1 =Y » ¥ > Y, ... > Y =W

oli les radicaux Si ont (aEtBUi’ Si’ Yi_l) comme coordonnées. Cette réduction

est donc isomorphe 3 la précédente. Done W' = aE-W3[x\§~U2].
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Posons 53 = (BleftBu, Al 7, (lx-N3)B), Les propositions 2.3.1 et
2.3. impliquent c(U", <(U",£)) = c(U",£). Donc C(UB’ 53) = 53 par 3.2.1. Or,

pat 3.1.3., on a ¢(U,&) = (U, ¢(U",g)) puisque la ré&duction U ﬁ%rm u" ;% v
est standard. Donc a4 nouveau, par 3.2.1., on a c(U,8) = (afljwi, A[fj, (WIUZ)a)

si c(U1,£3) = (WI’ AL !,=w]).

Remarquons finalement par le lemme précé@dent que W, est bien défini
une fois que U et £ sont donnds et que 1'@noncé de la proposition dé&finit
sans ambiguitd c(U,£). [ ! ' ' '

Les propositions 3.2.1, 3.3.2, 3.3.4, 3.3.7, 3.4.2, 3.4.3, 3.4.5 définis-
sent 1'expression du représentant canonique ¢(U,£) en fonction de U et nous avons

donc bien considé&ré tous les cas possibles grice au lemme 3.4.1.
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4) THEOREMES SUR LES REPRESENTANTS CANONIQUES

4.1. Sous-contextes et repré@sentants canoniques sont dans une

méme famille

4.1.1. Lemme : Si US V, si £ V et si c(U,£) © W, alors d(U,W) ¢ d(U,V).

Démonstration : immé&diate car, par 2.3.5, la réduction U ;% W est la

réduction canonique associe 3 ¢(U,z) (voir 2.1.5). Or la définition 2.1.5,

revue en 2.2.4,, implique trivialement d(U,W) < 4(U,V).[O

4.1.2. Théordme : Si U 3 V et si £V, on a c(U,&) Y E.

Démonstration : par récurrence sur <d(U,V),[]U||>. On se sert de

1'expression de c(U,£) donnée dans la partie 3. Si on est dans les cas 3.2,
alors le théoréme est vrai par récurrence surf}U]] en se seyvant de 3.2.2
(corollaire). Si £ est un sous—contexte préfixe comme dans 3.3, alors on a
c(U,£) € E directement par 3.3.10. Il reste les cas 3.4 et nous supposons donc

la réduction.U Eé V de la forme dounée par (i).

Cas 1 : c(U,g) est donné par 3.4.2. Alors c(U,§) = c(U",£).
Or d{U',V) < d(U,¥). Donc <(U',E) ~ £ par récurrence.

Cas 2 : c(U,E) est donné par 3.4.3 (voir figure 1). Comme

d(U}V) < d(U,V), on a ¢(U',£) ~ & par récurrence. Or c(U',£) = (aEw3y3§w2,A[J,w’)

Y _
ot (w3, X 3, U3) est une occurrence libre de x dans U3. De plus, la proposition

3.4.3 indique que W' = aE-C3[§-W2, g»Uz, §°U2, - §-U2] oil C3E;J_est le plus
grand préfixe de U3 ne contenant pas la variable x libre et dont le trou

Y. . '
distingué correspond 3 1'occurrence (W3,x 3, UB)' Comme U, 3 W,, on a

LI —- . * - . (] i = -o ' .
W' > aBeCq [B-W,, BeWy, BeW,, ... B-W,] = a8-U,ix\8-U,]

et de plus, 1'expreésion aE'U3[X\§’W2] contient un sous—contexte de

coordonnées &' =.(a§w373§w2, AL 7, ag-U3[x\§'Wé]). On a done c(U,E) < £
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puisque la réduction W' 5 ag-v fx\B Wy 1 est completement disjointe du résidu
de c(U',£). Or si g" = (a[2]w2, A[ Is ((AX-U )® W,) %), on a c(U,8) s g" < &' |
par définition de résidu. En résumé, on a § " c(U',E) < &' et c(lU, g) < £,

Donc c(U,E) ~ E.

Cas 3 : c{U,£) est donné par 3.4.5 (voir figure 2). Comme
d(u',v) < d(U V), on a c(U',E) n £ par récurrence. Ot c(E',E) = {a§w3, A[ _'E,W')
ol W' = aB-W Fx\s UZ] et U3 id W3. De plus, on a- o
c(UV,2) = = (a[l'J;B[‘Ax]W.. 5 A[ ], wh 51 W' = ((AxoW )BB' )a, Par définition
de résidu et comme W' + W', on a §" < c(U',E) or le lemme précédent implique

d(u', W) ¢ d(Uﬁ sV). Done ¢

d(u,u") + d(u",w")

aqu,u™ + 1 + d(u", W)

aqu,um + 1 + (U, W)

au,u™ + 1+ 4U',v) = d(U,V)

d(u,u’) = d(UB’WS)' Donc, par récurremce, on a

+

4'U,W")

A

1

/A

puisque d(U",W")
£" ~ e(U,g") = c(U,£). En résumé, on a c(U,£) ~ g" < ¢(U',E) ~ E. Donc
e(U,6) v E. T

Figure 1 (Gé&nérateur de £ dans U" est dans U2) '

_ a
U= (U]UZ)
“-\-.“
~——
*/ norm T
\\.., . _ _
— : _
' e ep a .
"t = ((XX‘UB)sz)a (USWZ) contlgnt c(U,8)
\\“ .
aB-‘UBEX\ B- 2] S~ ~
~—

= ((A_xs,wU?’) sz)a comtient &"
aBeU Cx\ B-W 71 contient E' |
# / _ _ o

= ag-C {B‘ BU,, B U, ... BU '}: contient c(ﬁ',g)
V*aB-V contient & 3 2? 2 2 =27

\/\/x/




1G5

Figure 2 (générateur de £ dans U" est dans U3)

= (U UZ)
'"“‘saﬁﬁ‘nﬁ
\_‘_‘

R ""--.._______

norm ~—

= (P, v)? Wim)
~—__. (contient c(U,£))

'\______‘; %
U = aBaU BT, " O conetene €1
— r
——
* \

aB<W,[x\8-U,1= W'
(contlent c(U',E))

V = aR.V

{contient E)
+*

4.2, Les sous—contextes d'une méme famille ont le mEme représentant

s . *
canonique

4.2,1, Lemme : Si Fon(U) existe, alors on a Fon (UE?\gﬁVjJ=an(U)fxingj.

Démonstration : Par ré&currence sur d{(U,Fon(U)). En effet, posons
X' = ng\gavjpour toute.expression X. 81 d(U,Fon(U)) = 0, alors
U = Fon(U) = (Ay-U, Y%, Donc U' = Fon(U') = (Ay-U‘])“. Sinon, on a U = (BiUz)
Fou(U) = Fon(aB:U, Ey\B-U 1 ol Fon(U)) = (Ay-Us) . Domc U' = (U" '2)“ et
Fon(U']) (ly-U‘ )B ‘par récurrence. D'ol Fon(U') = Fon(aﬁ U 3ryﬁ3 LU 3) par

définition, Et en se servant du lemme II.1.3.2, comme y peut toujours rempllr

les bonnes conditions, on a :

e,

* Ce paragraphe est démontré indépendamment en 5.
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Fon(U') = Fon((aE°‘U3 I\;y\g- UQ ) ["-_x'\_s_-Vj) = Fon(U) {x\ﬁ- ij par récurrence. []°

4.2.2. Lemme : 8i US Vet X5 ¥, si U' = Ulx\oeX] et
V' = Vix \oa-Y] et s'il existe deux sous-contextes de coordonnées
g = (v, A[ _] V) et £° (V,A{} },V ), alors c(U',g") = (w, Ar 3, W [’x\g_-Xj)
oii ¢(U,8) = (w, A.F ], W).

Démonstration : par récurrence sur <d(U,V), 1|UH> en se servant

de 1'expression de c(U,£) décrite dans la partie 3. Remarquons que U’ 3y
par IT.1.3.5 et qu'on peut donc parler de ¢(U’,£'). Supposons par la suite

bEEo et B, Y€EE.

Cas 1 : U = :xb, Alors U = V et U' =ba*X v o= bo Y. Comme
gc Vet g'e V', on a done E = {e, k& ﬁ V) et £' = (E:,[‘:.‘ ﬂb, V'). Donc par
3.3.3, on a o(0,8) = (e,L I, U) et c(U',£") = (e, [ T°» UD.

]

EasZ;U

yb, Alors U=V =TU' =V', Done £ = £' et c(U,8) = (U",E").

_ _ % :
Cas 3 U = by-U 1° Alors V= byev] et U1 > Vl' Posons

U; = U, [x\a+X] et vi =V, Fx\a-f] On a U' b?ﬁUi et V' = by"V}. Donc Uj 3 vi.

Plus:.eurs sous-cas se présentent selon la position de § dans V.

Cas 3.1 :g = (e, _']b,V)u Ce cas est identique au cas 1.

Cas 3.2 15 = (e, By, L 1, V). Ona g = (e, byed, [T V).
Posons &, = (e, A, C. T Vv ) et gl (e, A L1, VI)' Par r&currence
c(U;, gi) = (wl, A][ 'i, Wl [X\d.‘XJ) ou c(Ul,i-;I) = (WI,AIEI 1, Wl). Ponc,
par 3.3.2, on a c(U',£") = (b\rw1 s A["‘_‘;i, bw(-w1 I'__'x\g.'-X,'_i) et
c(U,g) = (byw; , AL n by H)). -

Cas 3.3 : £ = (byvy, AL 1 V). On a &' (byv A{ ‘r ).
Posons g, = (vl, ATYT, V]) et 5; = (vl, AL 3, V;). Par récurrence et par
3.2.1 (et aussi II.1.3.1), on a le résultat dé&siré. '

Cas 4 : U = by.U.. Ce cas est analogue au précédént. :

Cas 5 3 U = (ly.Ul)b. Ce cas est aussi ar_aaiogue au cas 3.
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Cas 6 : U= (U] Uz)b et V = (V1 Vz)b. Idem.
b - . | ] t b
Cas 7 : U = (U] Uy) et V= by'V]. Alors U' = (U1 U2)
LA b;'V; si U; = U, [x\a+X], Ué = U fxaeX] et V; = V]fx\g;Yi. La rédue—
tion U X V est donc de la forme ;

st
U=('U U)B 5 z=((A-U)YU)b+T=b’éU[\.U'jiv='b§-'v
_ 1 "2° norm yer3l By RERc LPARARS 3 e _ -

ol Fon(UI) = (AynUB)Y. Par le lemme 4.2.1 , on a Fon(U )} = (AyoU )Y

si Ué = 3[x\ch3 et la réduction U’ é% V' se met sous 1a forme :

' = (v Ué)b na"im A ((Ay-Ué)YUé)b > T' = b?-ﬁU._‘,’{;y\anéj! Sit V' o= byev)

Remarquons que T' = T{x\a+X] par II.1.3.2. On a plusieurs cas

selon la position de £ dans V.

|

Cas 7.1 : £ {e,[ jb, V). Cas identique au cas 1.

Cas 7.2 :+ £ = (g, b;-A][ 1, V). On a &' = (e, b;-Alf 1, V).

Par 3.3.7, on a c¢(U,&) = ¢(T,&) et e(U',2') = c(T',§"). Par récurrence,
on ac(T',2') = (w, AL T, Wlx\a+X1) et c(T,£) = (w, AL I, W).

Cas 7.3 : g = (b§v1, Al 1, V) et c(U,g) est donnd par 3.4.3.
. - Y
On a donc c(T,E) = (bYWBijWQ,A[ 1, 8) oil (WB, v 3, UB) est une occur—

rence libre de y dans U, et S = by+Caly Wy, Y U,, XUys ooe U0 si Cil51e g

est le plus grand préfixe de U3 ne contenant pas y libre dont le trou dis-
. W
tingué correspond 4 1l'occurrence (w,, v 3, U3). Or, par récurrence, on a

e(T',8') = (b;W3Y3I Wys AL 1, 8') oli 87 = S[x\g+X]. Or on peut toujours

supposer y ¥ X et y non libre dans X par o-conversion. Donc

C [;1= C3[,er\g-X] est le plus grand pré&fixe de U3 ne contenant pas y libre
. y _
et dont le trou distingué correspond 3 1'occurrence (w 3 ¥ 3, Ué). De plus

S' = bye C Y-Uz, Y UZ’ Y U2, een Y U2] si Wé W [x\a'XW. Comme

gen(T',2' ) gen(T',e(T',£")), on a gen(Z',£") = gen(Z',gen(T',E Y < (b[2], U', Z').

Done 1'expression de c(U',g ) est donnée par 3.4.3. D'oit finalement
c(U,&) = (bl2]w,, AL 1, (U 1¥,) )
et c¢(U',2") =(b[2] LT Al ], (U' W ) ).
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Cas 7.4 3 & = (byVv, ,AL 1,V) et c(U,&) est domn& par 3.4.5. On a
done c(T,&) = (wa3 , AE 1, b§'W3fY\I'U2]) et US ﬁ-WB. Par_récurrence
c(T',8') = (bywy , AL I, W) ol W' = (by W,[y\y 0,1} [x\aX].

Donc W' = by;W3[y\I;Ué3_par IT.1.3.1 et I1.1.3.2 si Ws = 3EX\EfXJ‘ De plus
Ué 3 Wé par 1I.1.3.3. Or, comme W3
(WB,A[ T, W3) par 3.4.5 et comme W' contient (byw

contient le sous~contexte de coordonnées
3 Al 1, H“)? il existe un
sous~contexte de coordonndes (w.,, A[ 1, Wi ) Plus précis@&ment, si 85[7],

D’ ij? sont les plus grands préfixes de Ué et Wé ne contenant pas y libre,
on a c(T',E ) € (by, 3[_ 1, W') = n. Done .

gen(T',£%) = gen(T', c(T',£")) < gen(T',n) = (by, Cé[ 3> T"). On en dé&duit
que ¢(U',E") est donné paxr 3.4.5, c'est- andire

e(2,6) = (b[17y: [Ax]wg,AL 1, (Ox -y )'u, ) ) et

c(Z',8") = (b[!}y[Kx] W3,Af 1, (A= 3)Y u! ) ) Par rdcurrence, puisque

d(U, ((Ax+W, )YU Py < aqu, v par le lemme 4 1.1, on a

e(U,2) = (btijwl, AL 1, (W, U,) Py et c(u',z") = (b[IJWI, FAN N CHR Y 5

si w; = W,[x\e-X]. s

4,2,3, TLemme : 51 on a les hypoth3ses suivantes :

* * * .
1) U>VetX+Y, X~ ¥, pour lsig<netnz0

2) U' = Ulx\a-X] et V' = D[g-¥, ¢-¥ , @-¥,, ... @-¥ 7 03 D [;]
est le plus grand préfixe de V ne contenant pas x libre dont le trou dis-—

tingué correspond 3 une occurrence (v, xc, V).
3) £ = (vq, A[_j, Y) et &F = (VEQVi;”AEE,'Vf)- 
4) e(X,8) = (w, AL T, W)

alors on a _ _ _
c(U',2") = (usaw, AT 1s C[g-w? a-X, g-'i{, coe @ XD

oﬁ_C[;j est le plus grand préfixe de U ne contenant pas X libre dont le trou

. . - = 4 .
distingué correspond & une occurrence (u, x , U) libre de x dans U.
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Démonstration : analogue & la pr&cédente et donc par récurrence

sur <d(U,V),[|U[f> . On a donc U' 3 V' et on suppose encore bEEoiet Bs YEE.
Cas 1 : U= xb. Alors U = Vet = bo=X » V' = bo.Y. On a done
= (bav, AL 1, V') et, par 3.2.1, on a c(U",£") =(bow, AL ], bo-W)

si c(X,8) = (w, A[ } w.

Cas 2 : U = yb. Ce cas est impossible.

Cas 3, 4, 5, 6 : On utilise 3.2.1 car les cas préfixes sont exclus

puisque l'occurrence de x dans V est strictement contenue dans V.

Cas 7 : On reprend les notations de la démonstration précé&dente

pour les réductions U 3— Vet U' V'. Par récurrence, on a

e(T',8") = (togw, Al ] s")

dans T et §8' = E [auW adX, X, ,,. o X Jet EL; ] est le plus grand préfixe ge T ne
> T).

=
st
4 (¢, x , T) est une occurrence libre de x
contenant pas x libre dont le trou distingué correspond 3 1'occurence (t, x
De plus, on a e(X,Z) = (w, Al 1, W). Comme on peut toujours supposer X # y et
v non libre dans X par a—comversion, on peut poser

by-E3

quelques abus de notations, on a U3 E. [x} 4 [y, x].ou ni x ou ¥ ne sont

[x1 [yhy-E [x]] = E[x] On peut egalement decomposer E,[ Jet avec

libres dans EA' 1. On a donc :

[P —— -

- : > >
T =by.-E, I:i.-Ezj:.x] » X1

—— s .
—— R

= by-E EYeE [o:X] , 0eX]

H
t

Cas 7.1, 7.2 : Impossibles toujours car &' est strictement dans V'.

Cas 7. 3 : c(U',g ) est donne par 3. 4 3. On a domnc

e(T',t ) = (bYW3Y3It oW, Ar 1, 8") oi (w3, v 3, U ) est une occurrence

libre de y dans Ué et

i re——
—_—  —

S = bV Ef ¢ EL oW, w k] .
41 2[9_- s o X7, ._Y.'EZ[E'X:],’ E'.'X-}

De plus, on a e¢(U',£") = (b[2]t28 aw, AL 1, (U' W) ) oii
Wé E, [u-w 2} est la sous—-expression de coordonnées (byw3y3x, , s*). or
S . . 6
g
comme (t, X, T) est une occurxence 11bxe de x, on a aussi (tz, X 2, Uz) libre

dans U2"




Cas 7.4 : c(U",£") est donné par 3.4.5. On a donc
- : . - : *
C(T'SE') = (b"{t3e3gws A—[ ],S') ou S' = bY.-i __;,EY\I.U;Z] et Ué - Wéo
Pour se conformer & l'expression de S' d&j3 connue, on a
e e Prermem——— ’

—— —s

S' = bY-E, [Y'E,[a-X], aW, a-X]

De plus, c(z',g') = " = (b[1Jy[Ayley0 0w, AL 1, 8™ 0@ |

((Ay-E [y, a*'W, a Xj) E fc. X])
(OyE 3ra W, a-XT)Y zta 2X1)°

Sll

It

Comme Z = ((ly-U ) U ) et d(U Zy < d(U V), on a encore par récurrence

c(Uf,E* ) = c(U',E") de la forme voulue I'_"i

4

Corollaire : Si on a les hypothéses suivantes :

DUSverx3y,

It

2) U' = U [x\g*X] et V' =V [x\a°YT,

3 &

une occurrence libre de x dans V,

alors on a :

s U) est une occurrence

1} c(U',e") = (uGaw, A[ ] U) ol (u xs

libre de x dans U

2) e(X,8) = (w, AL ], W) oli W est la sous-expresm,on de W' de

coordonndes (uda, W ).

4.2,4. Proposition : Si on 2

1) U = ((AX'U])BUz)a fv= ((Ax°v1)3v2>a = V' = apv, [x\g-V,]
oll aEEO et PEE, ' '

110 .

(vi,AL 1,Y) et £' = (vig v, AL 1, V') ol (v, x", V) est

2) E=vVet £'C V' tels que £ £,
alors on a c(U,g) = c(U,&").
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Démonstration : Raisonnons sur les positions possibles de  dans V,

servons-nous de 1'expression de ¢(U,Z) donnée dans la partie 3 et remarquons
que U > U' = ag-Ulfx\ngzj éi V' est standard. D'autre part, comme &£ € £', on
n'a que trois cag possibles pour ¢ dans V (voir la définition de ré&sidu de

1.2.1).

Cas 1 : £ = (g,l 1%, V). Alors £' = (s,ﬁija, V') et on a triviale—
ment c(U,E) = c(U,£") = (e,[ 1%, U) par 3.3.4.

Cas 2 : g est dans Vl’ c'est-a-dire = (a[l]B[Kx]vI, A 1, V).

. Donc &' (a&v ’ A[ }, V'). Posons Eé (VI’ AT, V y. Par 3.2.1, on a
c(U,g) = (aLITB[AXTwl, AL 1, ((AxaW,)70,) %y si e(U;,€,) = (w;, AL 1, W]).

Par ailleurs, en fait par le lemme 4.2.2 et par 3.2.1., on a

c(U',8") =\(aﬁwi’, AL 1, aE-WI[x\ngzj). On applique & pré&sent 3.4.5 puisqu’on
a clairement

gen(U',£") = gen(U', c(U',£")) C:(aE,_C}[ 1, U') ol CI[ ] est le plus grand

préfixe de U1 ne contenant pas x libre. Donc 3.4.5 donne

e(U',e") = (aBW E AT 1, aBe W'tx\s U j) On a donc W; =w, et W, = W; par 3.4.4,

De plus, la p10p051t10n 3.4.5 1mp11que
c(U,E') = (a[1180Axlw,, AL T, (Ox#)PU)? = c(,0).

_____ 9 c'estwé;dire E = (a[2}v2, AL 3, V). Donc

= (aSv Ylﬁvz, A[ 1, V') oli (v x'l, Vl) est une occurrence libre de

Cas 3 : & est dans V

x dans V1 Posons 52 (VZ’ AT }, 2) Par 3.2.1, on a

c(U,8) = (aEZ"WZ: AL 3, ((xx2U,) By 2 &y si c(U,, &,) = (wz, AT ] W,).

Par 3.2.1 et le lemme 4.2.3 (corollalre), on aY

c@,g") = (aBu1Y1§ Vy» AT ]; W) ol (ul, b 1, Ul) est une occurrence
libre de x dans U1 et W2 est la sous—expression de W' de coordonnges
(aBu YIB’ 22 W') .. On applique 3 présent 3,4.3 puisqu'on a clairement
gen(U',E8") = gen(U', c(U', ")) c (aBulY 8, U Tos u")

c(U,8") = (al2lw,, A[ 1, (Ox-U)) WZ) % = C(U,E)- 0

4.2.5. Théordme : Si US Vet UL Wet si EcVet £'c W,

alors on a & ?jg' ssi c(U,8) = c(U,E").

- I3 -
S A DO SO
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Démonstration : D'abord, si c(U,&) = c(U,£'), alors on a

£ ne(U,8) = c(U,E") " g' par le théor@me 4.1.2. Réciprogquement, il suffit

de considérer le cas oli £<E', car on obtient le reste par transitivité.
Raisonnons par récurrence sur <d(V,W), d(U,%), ”U” >. Supposons aussi a € Eo

et BEE.

Cas 1 : U

x%, Alors U =V =W et £=¢'. Done c(U,E) = c(U,E").

Cas 2 : U = aB-U,. Alors U 3V = a3:v,% W = aB-W,. Donc U; 3V, 3w,

et ce cas se traine par récurrence en utilisant 3.2.1 ou 3.3.

Cas 3 : U = a_B-Ul, Idem.
Cas 4 : U = (x-U)% Idem.
Cas 5 : U= (Ule)a iv-= (Vin)a Sw= (WIE-IZ)a. On a donc
U?VFW] et UZ‘E; V2 hd W2' On a encore le méme traitement que dans. le cas 2.
Cas 6 : U= (UU)* 3V =afev >%=afW.Onadonc? 3V
et UX Wde 12 forme U 3 X3 vert 3 X3 Woi
st norm st norm st

B a * rfreatr 3B 38 R . =
U = (U]UZ) ngrm ((Ax U3) U2) > al UBfX\E UZ:!- X
et Fon(Ul) = (AX-UB)B. Or, patr 3.1.3, on a c(T,E) = c(U, e(X,8)) et
c(U,E") = c(U,e(X,£7)). Donc d(X,W) < d(U,W), on a par récurrence
c(X,&) = c(X,8"). Done ¢(U,£) = e(U,£%). '

Cas 7: U= (Uu)* 3 v=(vv,)% 3 W= aBW. Les réductions

U el WetV 3 W sont de la forme
st st

= a % T = - 8 a - _o '. » *.. = L
U= (UIUZ) ngrm X' = ((dx U3) U2) + X = a8 U3{x\_§ UZI .;t: W= ap Wl
= a i ™ t = . 6 a - = —- . - 13 = —.-

V = (VIVZ) nor Y ((Ax V3) VZ) + Y ag VBEX\_E} V2] -;t W ap W1

ot Fon(Ui) = (AXDUB)B et Fon(Vl) = (AX-VB)B. Par 11.3.6.4, on a U3-’; VB

* k3 * -
et U2 - V2. Done X' -+ Y' et X »> Y. Comme & & &' et comme les résidus sont

cohérents dans le A-calcul dtiqueté, il existe n' ¢ Y' et n « Y tels que
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Esn'<ns &' Or d(V,Y') < &(V,W) et d(Y,W) < d(V,W). Donec on a par
r8currence c(U,E) = c(U,n') et c(X',n) = c(X',£"). Or c(U,£") = (U, c(X",£"))
par 3.1.3 et ¢(U,n") = (U, c(X",n")) aussi par 3.1.3., puisque la réduction
+~ X' 5 Y' est standard. Or la proposition pré&cédente donne
norm st
e(X',n) = c(X',n"). Donc c(U,&) = c(U,g"). O

Ce théor2me est intéressant pour plusieurs raisons. D'abord son
énoncé intuitif est le suivant : deux sous-contextes sont dans une méme fa-
mille ssi ils sont créés de la méme manidre. Ensuite, il montre que la rela—
tion "de méme famille" est décidable. En effet, il suffit de tester si
c(U,E) = ¢(U,E') et la fonction ¢, quoique l&gdrement compliquée, est hautement
effective. En outre, la terminologie "représentant canonique" est enfin justi-
fide. Mais c'est un point de vue plus technique que nous retiendrons. Nous
venons en effet de subir une démonstration particuliZrement complique par
le nombre de cas qu'elle exige de considérer. Or nous n'avons jamals ren—
contré une telle difficulté jusqu'3d présent. Cela provient d'ume raison bien
simple. Dans le chapitre TI, nous avons d&j3 rencontré des propriétés d'inva-—
riance (par exemple 1e.théoréme des dé&veloppements finis) que nous avons
montrées simplement en utilisant le j-caleul Etiqueté. Et 3 la place d'une
propriété de commutation, nous avions 3 montrer une certaine propriété d'uni-
cité sur les &tiquettes (voir IL.1.8.5). Nous aurions pu adopter pour le théo-
réme précédent la méme technique, car ce th€ordme est un corollaire du théoréme
de caractérisation que nous verrons dans la partie 5. Cette partie 4.2 &tait
donc inutile, mais nous avons tenu & la garder car elle est peut-&tre plus
parlante que la démonstration de la partie 5. Avant de passer 3@ ce paragraphe 5,
nous montyons quelques propriétés supplémentaires du représentant canoanique

qui reposent sur le théoréme précédent.

4.3. Propriétés supplémentaires du repré@sentant canonique

4.3.1. Proposition : On a &' = c(U,g) gsi E' A E , E'C Vet
U -

d(U,V) minimum.

Démonstration : immédiate en reprenant 1'expression de c(U,f)

donnée dans la partie 3. []
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4.3.2, Lemme 2 S1 U _4%: v it W est une reductlon standard et

si 'c:cW c(U,g) e X et e(V,g) © Y, alors ¥ i Max(V,X).

Démonstration : par récurrence sur <d(U,W), HUH % . Nous rappelons

que 1'expression de Max est donnde en 1I.3.6.4 et nous utilisons 1'expres—

sion de c¢(U,£) donnée dans la partie 3. Nous supposons @ mouveau alFE0 et QEE.

o
fo
93]
o
Il

x?, Alors U=V =W =X = ¥ par 3.3.3.

Alors V = aEcVI, W= aE\-WI'et U1 il VI X Wi

Cas 2 : U = aB«l ot e !

okt 1°
est standard. Ce cas se traite par récurrence, car on a
Max(a'é-vl, aE-Xl) = ag.Max (V] ’Xl) par 3.6.4, en utilisant les propositions

3.2.1 ou 3.3.

wm

Cas 3 : U= a_ﬁi»Ur Idem
Cas & : U = (Ax-Ul)ao Tden

a % _ a =% : a .., .
Cas__i c U= (Ule) S+t vV = (V]V’2 S~9E W= CWIWZ} . Idem

3

a’é-wl, Alors la ré&duction U 5 W se

_ a
Cas 6 : U = (Ul’Uz) -

décompose en :

®

8 a T o AR - R o = aRe :
U2) > U ag U3[3c\§ Uzj 4+ W= aB Wl

= (U ) ™ ((Ax:U =

norm 3)
oli (lx'.UB)B = Fon(Ul)u Nous avons deux cas possibles pour V¥, soit V est
entre U et U", soit V est entre U' et W. Mais nous raisonnons d'abord
sur les différents cas possibles pour exprimer c(U,f) en posant c(U',£)c X'

et c(U",£) € X",

Cas 6.1 :E= (¢,[ 1°, W). Alors X = U et Y = V par 3.3.3.
Et on a trivialement Y > Y = Max(V,X) = Max(V,U) = '
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Cas 6.2 : c(U,£) est donné par 3.3.7 ou 3.4.2. Aloxs c(U,£) = c(U’,8).
Si V est entre U et U", alors c(V,f) est aussi donné par 3.3.7 ou 3.4.2. Domc
c(V,&) = c(U',£). On a donc c(U,£) = c(V,£). D'oti X = Y % Max(V,X). Si V est

entre U' et W, on peut appliquer la récurrence i U' i%: v si':: W et on obtient

w

Y 3 Max(v,X") = Max(V,X) puisque X = X',

Cas 6.3 : c(U,£) est donné par 3.4.1}(. On a donc
c(U',8) = (aﬁéw3y3_8_w2,'Af 1, X o (w,, x 3, U,) est une occurrence libre
de x dans U3 et X' = ar.B-C:3 [g_-wz, _B_-Uz, —B-"UZ’ cee ﬁ-UQ si 03[; .]f'f;_ est le plus
grand préfixe de U3 ne contenant pas x libre dont le trou distingué correspond
3 1'occurrence (w3, X 3, UB)' De plus, on a X = (UI WZ)a et X" = ((}.x-U3) B‘E\Iz)a.,
Si V est eantre U et U", alors V = (Vle)a et ¢(U,g) est aussi domnZ par 3.4.3
puisque cela ne dépend que de gen(U",E).DoncYé(VIWZ)a. D'oil, comme U, s v,
puisque U V, on a X SYetvySvy-= Max(V,X) = (Vlwz)a par II.3.6.4, Si V
est entre U' et W, alors on a ¥ ed Max(V,X') par récurrence. Or on a
Max(U',X) = af -U3ix\§-‘wz] par IT.3.6.4. Donc la forme de X' implique
X' > Max(U'X). On a donec Y 4 Max(V,Max(U",X)) = Max(V,X) puisque U' 3v.

Cas 6.4 : ¢(U,g) est donn& par 3.4.5: On a done
e(U',€) = (aBw, , Al 3, X') o X' = aé-WBEX\E-Uz"] et U3 k4 WB' De plus
X" = ((AX'W3)6U2)8' et X est donné par 1'équation c(U,E) = (U, c(U",8)).
Si V est entre U et U", alors ¢(V,E) est aussi donné par 3.4.5 puisque
cela ne dépend que de gen(U",£). Donc c(V,£) = c(V, c(U",£)). Or comme
T ndrm v ﬁ%xm " sji: X"*est standard et puisque d(U,X") < a(u,w) par 4.3.1,
on a par récurrence Y - Max(V,X). Si V est entre U' et W, alors on a
Y% Max(V,X"). Or par I1.3.6.4., on a X' = Max(U',X"). Comme U’ 3 Vv, on a
Y 3 Max(V, Max(U',X")) = Max(V,X"). Et nous récurrons une nouvelle fais.
En effet, on a U norm g S;t X" standard et d'autre part d(U,X") < d(U,w)
par 4.3.1. Donc, comme c(U,£) = c(U, c(U",£)) et _ '
e(U™, c(U",8)) = c(U",£) par 2.3.1 et 2.3.5, on a X" > Max(U",X) par
récurrence. Finalement puisque U" ? V, onay kd Max(V, Max(U",X)) = Max(V,X).0

4.3.3. Proposition : Si on fait les hypothéses suivantes :

Duviv

2) £ Vet c(U,2)cX
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3) g'c Max(V,X) tel que £ ¢ g’
alors on a c{U,&) < F.

Démonstration : par récurrence sur <d(U,V), [[U}}>. Nous utilisons

encore les expressions de Max et c{U,Z) données en II.3.6.%4 et dans la partie 3.

Nous supposons aEEo et BEE,

x%. Alors U =V = X = Max(V,X) et £ = §' = c(U,E).

Cas 1 : U

as -U . Alors V = aB-V et X = as -X en utilisant les

Las 2 : U
propositions 3.2.1 ou 3.3. On a donc Max(V,X) = aB-Max(V i ) par II.3.6. 4 et

on obtient le rdsultat désiré par récurrence.

Gas 3 : U = agsl,. Idem
- a .
Cas &4 : U = (}LX"UI) . Idem
Cas 5 : U = (U,U)* 3 v=(vv,)? 1dem
—_— 172 12
Cas 6 : U = (ULUZ)a et V = aE-Vl. Alors la ré&duction U 53%: V se

met sous la forme ¢

= (UUN% 3 U= (Ox

B a L —o - 'V % = —.
7noTm 3) UZ) > U= ap 'U3[,X\§ UZJ;i: V= ap vl

oil (JLx*UB)B = Fon(U]). Nous avons plusieurs cas selon l'expression de c(U,%).

Cas 6.1 : £ = (e,[ T, V). Alors X = U par 3.3.3 et donc Max(V,X) =
Dot £ = £' et c(U,8) £ £ = £’ o

Cas 6.2 : c(U,E) est donné par 3.3.7 ou 3.4. 2 Alors c(U, E) = c(U",5).
Comme d(U',V) < d(U,V), on a c(U,£) ¢ &' par récurrence.

Cas 6.3 : c(U,£) est donné par 3 4.3. On a donc
c(U',E) = (aEw373§W2, Al 7, X') of (w3, b4 '3 3) est une occurrence llbre_
¥ — —‘ ' - " .
de x dans U, et X' = af C3[£ W, 8-u,, 8-U,), veeBe Uz.'}s:_ Csf,k&; est le plus
grand préfixe de U3 ne contenant pas x libre dont le troudistingué correspond
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i 1'ocecurrence (W3, xwé, U3). De plus, on a X = (Ulwz)a et posons
- (Oxv PM)%, ¥ = aBUSAB W], Par définition, on a Max(V,X) = Max(V,¥).

Comme X' + Y, on a V¥ Max(v,X") % Max(V,X). Or on a £ € V et &' © Max(V,X)
tels que £ € £'. Comme les résidus sont cohédrents dans le A-calcul Etiqueté,
1l existe glcz‘Max(V,X') tel qﬁe EgE§ £' . Par récurrence, comme
d(u',v) < d(U,v), on a ¢(U',&) S E € £'. A nouveau par cohérence des rési-
dus, comme x5v¢v3 Max(V,X), il existe 52 c Y tel que ¢(U',E) ¢ £y < .
0r, en tenant compte des formes de X', Y et ¢(U',), on a exactement lasvaleur
de £y donnée par 52 = (éEWBYBBWZ, AT 1, Y). De plus, par 3.4.3, on a
c(U,g) = (aEZLT A[ '} X). Donc e(U,E) < Ey s &'

Cas 6.4 : c(U,g) est donné par 3.4.5. On a donc
e(U',8) (aBW3 » AL 1, X') ol X' = ARe "Wy [x\B U] et U3 .8 W3. De plus
c(U",8) \(aE’I]B[Ax]w3, AT 1, X") oll X = ((AxeW,) U )@
c(U,t) = c(U, c(U",E)). Or, par le lemme pré&cédent, on a X' X Max(U*,X}.
Donc Max(V,X')‘§5Max(V,Max(U',X)) = Max(V,X) puisque U' X V. 11 existe donc
une réduction V-i'Max(V,X') 3 Max(V,X)., Or on a £cV et §'c Max(V,X) tels

1

il

gue £ < &', Par cohBrence des résidus, il existe g c Max(V,&') tel que

£ &8¢ £', Par récurrence, comme d{U',V) < d(U, V), on a c{(U',8) ¢ I £ &',
Or les expressions de c(U",£) et c(U't) impliquent c(U",E) g c(U',). En
résumé, on a ¢(U",£) < &'. Or toujours par le lemme précédent, on a

X" 3 Max(ﬁ" X) 3 Max(V,X) puisque U" % V. A nouveau par cohérence des rési~
- dus, il existe EZC: Max(U",X) tel que e(U",2) 5 € E'. Or, par 4.3.1.

on a d(U,X") < d(U,V). Comme U" + % x" 3 Max(u" X), on a Max(U",X) = Max(X",X)
et comme c(U,%) = c{U, c¢(U",E)), on a par récurrence c(U,E) ¢ 52. Finalement,

on obtient e(U,Z) g 52 § E'. (Les cas 6.3 et 6.4 sont résumés dans les fi-

gures suivantes). []
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U, ¥ - X
*

v v

" * o X7

v -y

U * X il »>Max (U',X)=Y
* * *

] v v

v —-—*—-na-Max(V,X‘} i =>Max (V,X)

_E‘_j__gl_;ge:___]_ : Le cas 6.3

U x > X
* *
v v .
o z X" = > Max(U",X) = Max(X",X)
y . : V. . ¥
u'. > X! = MaX(U' ,X)
y v v
E 3% . *
Y —————>Max(V,X"J > Max (V,X)

" Figure 2 : Le cas 6.4
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4,3.4, Théoréme : S1 U > X & V, si £cV et si c(U,5) € X,

alors on a c¢(U,£) < .

Démonstration : immédiate par la proposition préc&dente car on a

Max(X,V) =v. O

Ainsi, dans les express.ions qui se trouvent "sous" le représentant
canonique d'une certaine famille de sous-contextes, "méme famille" veut dire
exactement résidu du sous-contexte canonique. Cette propriété généralise donc
la proposition II.4.4.3 que nous avions rencontr@e (pour les radicaux) damns le
cas ol 1'élément canonique est dans 1l'expression initiale. Par ailleurs, 1le
théoréme précédent et la proposition précédente sont rigoureusement &quivalents
grfce au thdordme 4.2.5. Si US Vet si gcV et c(U,8) € X,
on peut se demander s'il existe toujours un £'c Max(V,X) tel que & ¢ £' et
c(U,g) ¢ E£'. La réponse est négative. Il suffit de considérer le contre~
exemple suivant que nous simplifions en supprimant les &tiquettes et en souli-

gnant £ et c(U,Ej- Posons A = AX.XX. Alors

U= . | . :
Ay (Az.I) v a) —

J// . ™ X = A(dy.la)

(Ay- (Az- 1)y 2) (Ay.(Az.1)y a) . -

{(\y.1a) (iy,Ia)

(Az+I) (Aye{(rz.I) y a) a — t//'

/ T Ia

V= (z7I) (Ay.I1a)a

Mais la proprié&té est vraie dans le Al-calcul &tiqueté. Nous ne

la démontrerons pas ici. Nous venons donc de montrer que le représentant

Chee
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canonique d'une famille de sous~contextes est celui qui, dans la famille,

est & uﬁe distance minimale de 1'expression de départ (4.3.1). D'autre

part il est capable d'engendrer par résidus tous les &léments della famille
qui se trouvent dans des expressions dérivables de celle qui le contient.

Nous allons montrer qu'il existe un procddé& simple de décision pour 1'apparte-
nance' & une méme famille. Mais,pour cela, nous devons rentrer plus en détail

-

dans le mécanisme de formation des &tiquettes du A-calcul &@tiqueté.
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5) CARACTERISATION DU A-CALCUL ETIQUETE

Nous allons montrer que si INIT(U) est vrai, c'est-i-dire si toutes
les etiquettes de U sont des lettres différentes deux a4 deux {voir II.1.8)
et 81 U3 Vet g = (v, AL 1, V), alors on peut construire 1'2lément canonique
¢(U,E) en ne commnaissant que les expressions de U et de A[ 1. Ainsi les
étiquettes d'un sous-contexte contiennent 1l'histoire de la création. Pour
faire cela, nous avons besoin de quelques lemmes sur le comportement des &ti-
quettes le long d'une r&duction standard et nous introduisons une nouvelle
notion, la relation de descendants entre sous—expressions, que nous emprun-—

tons 3 Morris FZS’J

5.1. Degcendants d'une sous—expressgion et réductions standards

N
5.,1,1. Définition : Si U L3 V oi le radical contracté

R = ((Ax.'s)aT)B a pour coordennées (v,R,U), les descendants dans V d'une

sous—expression A de coordonnées (u,A,U) sont dé&finis par :

1) 81 A et R sont deux sous—expressions disjointes, la sous—expres-
sion (u,A,U) a pour descendant unique la sous—expression (1,A,V). (On est

donc dans le cas ol u = w[i}ul et v = wtj]v] avec i, j€ {1, 2} et 1 # j).

2) 81 A contient R, c'est-i-dire ug, = vB', B'D = B et b = D(B),

la sous—expression (u,A,U) a pour descendant unique la sous-expression (u,B,V).

3) 8i A est contenu dans §, on a donc u = vsfllukalui' et la

sous—~expression (u,A,U) a pour descendant unique la sous-expression
(vgaul, B, V).

4) Si A est contenu dans T, c'est-@-dire u = vB[ZEu] » la sous—
expression (u,A,U) a pour descendants toutes les sous—expressions -
- N i <
(vsuwivigul, 4, VY ol (Wi’ X ~, 8) sont les coordonnées des occurrences

de 1la variable x libre dans S.

La notion de descendant n'est donc pas définie pour toute sous—

expression {(u,A,U). Mais toute sous~expression (v,B,V) est un descendant

.




d'une sous—-expression (unique) de U si U‘g V. Nous diroms encore que

(v,B,V) descend de {(u,A,U). Cette dé&finition n’est que 1’adaptation au

A~calcul &tiqueté de la notion de descendant de Mbrrisﬁwﬁ Elle est toute-

fois plus prec1se, car nous savons falre la différence entre (v, Ba-S[x\u°T1, )
et (VB&’ S[X\a-Tj, Vhentre (vBaw,yaeT V) et (vR aWya, T, ¥) 2 \

5.1.2. Définition : Si U % V, les descendants dans V d'une sous—

expression de U sont obtenus par réflexivité et tramsitivité sur la longueur

de la réduction U 3 V & partir de la définition précédente.

5.1.3. Proposition : La notion de descendant est coh@rente dans le

A-calecul Etiquetd. Précisément s:.oD eta‘b sont deux réductions de la forme
U % v, les descendants dans V d‘une sous—expre351on (u,A,U) pardb etdﬁ sont

les mémes.

Démonstration : évidente. Supposons INIT(U) vérifié et on peut

toujours se ramener 3 ce cas., Si U £~V, alors une sous—expression (v,B,V)
descend de la sous-expression (u,A,U) ssi t(A) = G(r(B)), ce qui ne dépend
pas de la réduction entre U et V. g '

Nous combinons 3 présent la notion de descendant avec la propriété
des réductions standards vue en 2.3.4 et nous nous intéressons 3 la relation
‘de descendance pour les sous—expressions qui sont 3 droite d'une ré&duction

standard (voir 2.3.2).

5.1.4. Proposition : Si U 2 v % W est une réduction standard,
te

st s
alors toute sous—expression & droite de U

[
g% W descend d'une sous-expression

3 droite de U 3 v,
st

. . . L% .
Démonstration : Il suffit de considérer le cas U gz v 5 W. Soit

A une sous—expression de W & droite de U ;i W et posons R = ((kx-S)aT)B.

La définition de descendant de 5.1.1 n'autorise que les cas 1, 3, 4 de cette
définition. Soit B la sous—expression de V dont A descend. Dans chacumn de
ces cas, B est i droite (strictement) de la partie fonction de R. Donc,
comme U 35 W est standard, la partie fonction de R et donc B est i droite de

v s*_ii:'V par la proposition 2.3.4. I
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Mais les sous—expressions & droite d'une réduction standard

ont une forme particulifre, car la notion de descendant prEserve la liaison

des wariables.

5.1.5, Définition : Nous dirons que la sous—expression B de A

. - i 83 . . -
s'appuie sur l'expression (Ax*A)~ si B contient au moins une occurrence

de la wvariable liée x.

5.1,6, Lemme ¢ 51 U é% V, si B s'appuie sur ume sous-expression
(Ax-A)a de V 3 droite de U é% V ol aEEEO et si B a pour coordonnées (v,B,A),

. a .
alors les sous—expressions (Jx+A)” et B descendent de sous—expressions

(Ax.AI)a et B, de U telles que Bl s'appuie sur (kx-Al)a et B, a pour coor—

1
données (v,BI,A]).

Démonstration : La proposition précé&dente indique qu'il suffit de

considérer le cas oi on a U E V. Posons R = ((Ay-.S)BT)Y et raisonnons selon

les cas de la définition de descendant :

Cas 1 : (Ax-A)a et le contractum de R sont disjoints. Ce cas est

trivial car (Ax«A)a = (lXiAI)a.

Cas 2 : (Aan)a contient strictement le contractum de R. Ce cas

-~

est impossible car (lx-A)a est 3 droite de ce dernier.

Cas 3 : (KX-A)a est une sous%expression du contractum qui descend
d"une sous-expression S1 de S. On a donc S]ty\§°T3 = (Ax-A)a. Coume aEEo;

ia définition de la substitution impose S1 = (AxeAl)a. De plus, comme dans U
les sous—expressionS'(Astl)a et T sont disjointes, on peut toujours supposer
x non libre dans T (par o—conversion). Or B qui s'appuie sur (Ax.A)? est donc
contenu dans A = AIEySEeT] . La sous—expression B ne peut 2tre dans une
occurrence de T dans A, car alors x serait libre dans T. Donciil existe une
sous—expression B] de A} de coordonnées (V’BI’AI) telle que B = Blfy\EQT].
Les coordonnées de B sont done (v,B,A) et B descend de Bl' Par ailleurs, les
occurrences de x lib:e dans B se trouvent dans B] car x n'est pas libre dans

T et donc B, s'appuie sur (Ax-Al)a.
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Cas 4 : (xx+A)? est une sous-expression du contractum de R qui
descend d'une sous—expression Tl de T. Ce cas est trivial car
T, = (Oxe)® = (men)?
5.1.7. Notation : Si pour tout i, j tels que l g ign, 1 g jgn

et i # 3, on a s non libre dans Vj, la quantité U[X \V ]EX \V ]...[x \V 1

sera notée Ulx \Jl, E\Vys wve XNV 1.
Cette notation a un sens par I1I.1.3.2.

5.1.8. Proposition : Si U s% V, si1 A est une sous—expression de

3 o 3 g = 5 ° .
| V & droite de U % V, alors A ngl\gl Cl’ z\az gr ree XA\O CnJ;

ol m » 0, ol A descend de B de U et oii, pour tout i tel que 1 £ i ¢ n, on
a xiEEVARLIB(B) et 1'expression B s'appuie sur ume sous—expression

(AximDi)D(ai) de U.

Démonstration : par récurrence sur d(U,V). Si d(U V) = 0, alors

n =0 ét A =B. 85i d{U,V) > 0 la ré&duction U ﬁ- V est de la forme

U :t V1 R Vol R= ({ixS) T) . Pav 2.3.4., 1a part1e fonction de R, soit

(AX-S) oli a = D(a), est & droite de U é% Vl° On a plusieurs cas, comme A

est i droite du contractum S[x\gyTﬁ de R dans V par hypothése.

Cas 1 : Le contractum de R est disjoint de A et donc A 3 droite

de Sﬂx&gﬁTﬂ se trouve tel quei dans V] i droite de R. Donc, la rEcurrence

s'applique immédiatement sux A dans V, car A est 3 droite de R donc de
% .

U EE V].

Cas 2 : Le contractum de R contient A.

Cas 2.1 : A est dans une occurrence de T dans Stx\gﬁTj et donc

A descend de A dans T de R = ((}Lx-S)aT)B dans Vlo Donc A est & droite de

ia partie fonction de R, donc de U sé Vl et la récurrence s'applique 3 A

dans Vl'
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Cas 2.2 : Il existe une sous—expression Al de S telle que

A= Alfx\ggT] et A destend de A, dans S de R dans V- On a deux cas selon
- D(a) | |

que A1 s'appuie ou non sur (ix S)
’ - > 1 4 ) D (Ct) .
Cas 2.2.1 : S1 A ne s'appule pas sur (Ax S) » on a donc X non
libre dans A, et A = A,. Or A, est dans S, donc 3 droite de (AX‘S)D(Q), donc

1 1 1
da droite de U gi V] et par récurrence, on a le résultat voulu sur A.

Cas 2.2.2 3 Si A, s'appuie sur (Ax-S)D(a), on applique la ré&cur-

rence & (hx-S)D(G) qui se trouve a droite de U ;% VI' On a donc

(AX-S)D(Q)

descend de E dans U et oli pour tout i, 1'expression E s'appuie sur une sous-—
p(*

- “ . B(a)
= E[x]\gl.c], xz\gzncz, eas xh\gn-cn] oi nz 0, oi (Ax-8)

1) de U. La définition de la substitution et

expression (Ax..D,)
St D(a)

D(u)fEEo imposent E = (AXnSl) . Par le lemme, si (u,Al,S) sont les coor—

données de A., 1'expression Ay descend de B dans U ofi B s'appuie sur

I’
(Ax;Sl)D(G) et a pour coordonnées (u,B,Sl). Donec comme (u,Al,S) et (u,B,S]}
se correspondent, on a A= B[xl\gl-cl, xz\gz-cz, . xh\gnecn]. Or par
o—conversion, on peut toujours supposer que x n'est pas libre dans les Ci

et x, non libres dans T pour tout i entre 1 et nm. Donc comme A = Alfx\ng],
~on a, par le lemme I1.1.3.2, A = Bixl\glocl, xz\ngcz? .. Xnkgnfcn’ x*E:T}“

Or comme (AX-S])D(Q) s'appuie pour tout i sur les (AxiwDi)D(al) et comre B

s'appuie sur (Ax-sl)D(a) dans U, il suffit de considérer le sous—ensemble

des wvariables Ky Koy oo X olt B g'appuie sur (AXifDi)D(a¥) pour cobtenir

le résultat voulu. [

5.2. Propriétés supplémentaires des sous—expressions 3 droite

dliine réduction standard

Nous supposons que l'expression U de d@part vérifie le prédicat

INIT (voir IIL.1.8) et nous allons voir que la proposition précédente
implique que les sous-expressions qui se trouvent & droite des ré&ductions
standards issues de U ont une forme tout 3 fait particuli&re. Mais pour

cela, nous avons d'abord besoin de quelques notations.
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5.2.1. Définition : Les sous—-contextes d'un contexte sont définis

par analogie aux sous-—contextes d'une expression &tiquetée. Et les coordon-—
nées (u, A[T, Bl J) du sous-contexte Al Jdu contexte Bl Jsont obtemues par

extension triviale de la définition 1.1.4.

5.2.2. Notation : Par analogie 3 1.3.1, si Al Test un sous-contexte

de Bl Jde coordonnes (u, Al 1, Bl 1), nous définissons la norme suivante

Hu”1 par : |
lelly =0 1iall, = Hogll, = Hall, + Nell, + 1
1|uflx1u|]1 = T]afiju”l = ]]a]ll + ”u[lI | pour i€ fl,g?

La quantité [[u]*] représente donc le nombre de soulignements.

et surlignements contenus dans u.

5.2.3. Notation : Nous notons par f(,A[]) 1¢_plq§ grand préfixe

de AL Jqui ne contient pas de sous-contexte de coordonndes (u, ba*Bl 1, AL 1)

ol 1]u||1 = 0 et bEEO.

si B[ 1= £(a,Al 1), on a donc 'H ltel que
Al J= BEE}BI{] ,_ngZEj , "ﬂE.Bn[] ;] ot n » 0. Remarquons que 1'on peut
avoir m = 0. Dans ce cas, on a f(g,Al 1) = AL ;et AE_Jne contient pas de.
sous—contextes de coordomndes (u, ba+ B[ 1, Al J) oli ”u[l1 =0 et bEEo.

On résume graphiquement ces notations de la maniére suivante :

de B[ Jde coordonndes (u, Aﬁﬁ, B[I ) by, ... bEE et B[} = £(a, ALT)

Figure 1 : Al lest le sous-contexte Figure 2 : On a ”ul[]l = ... ='Hun[!1
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3.2.4. Lemme : Si INIT(U) est vrai, si U ié V]—§:V est une réduction

[42]

standard et si R = ((lxﬁS)qT)B, alors

1} (o, S[XYE‘T}) est le plus grand préfixe de S ne contenant pas

x libre.

2) si o # yret si £y, SEx\g;TJ) 7 S[x\ngj:, alors D(y) # D(a)
et la sous—-expression (Ax S )D(a)

de U est contenue strictement dans la sous-
éxpression (kx'iS')D(Y) de U. '

Démonstration : en appliquant 5,1.8. Comme U E% V]-§ V est standard,

la partie fonction ()\x--S)a de R est telle gue a = Df{g) et est 4 droite de

*. . a - - \F\ - N X .C o\ --.S ‘a d -
U S Vy- On a done (Ax+8)" = BIx\g;*C;, %,02,°Co5 oo X\a 0 C ) JOB (Ax8)7 des
cend de B et, pour tout i, la variable X, est une des variables libres de B

et B s'appuie sur des sous—expressions (Axitsi)D(ai) de U. boné, ?af défini-

tion de la substitution, on a B = (}\x-SO)a puisque aEEo. Done

(Axns)a = (J\x-SO)a {xl\glwcl, xz\gzocz, . xnggnﬂcn}, Donc toutes les occur—
rences de la variable lige x sont donc dans S0 et, comme INIT(U) est vrai,
toutes les occurrences de la variable x libre de S sont de la forme (u, xb,S)
oii llu” 1= 0 et b€E . Par ailleurs, toujours comme INIT(U) est vrai, et
comme (Axifsi)D(ai) contient strictement (3x*$)? dans U, on a D(ai) # D(a)

et donc o, # o. D'di £(o,[8\x-4*T]  est le plus grand préfixe de S ne ‘
contenant pas x libre. D'autre part, si a # v et £(y, S[x\asT]) # S[x\a.T],

on ay = a, pour i tel que 1 £ i ¢ n. Donc D(v) # D(a) et la sous-expression

X = (Axi?si)D(ai) de U telle que (X) = D(ai) = D(vy) contient strictement

la sous-expression Y = (AX'SO)a telle que t(Y)} = a. [

2.3, Théoréme de caractérisation du i-calcul &tiqueté

5.3.1, Notation : Nous définissons les normes suivantes sur les

étiquettes et les contextes étiquetds :
[all , =0 si a€Z_ et o, B, Y €E
IIO‘EYHZ =1+ ” o ”2 + ” Y”z

lagyll, = llall, + livll,
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HE 2%y = H= ll, = llel,
I Geal 1= Nally + JlaC Tl
lear 18 € B, = llell, + llar 30}, « JI8C 311,

Donc [[AF] est le nombre de surlignements de "premier niveau"
2 g

dans A

5.3.2. Définition : Le contractun le plus & droite d'un contexte

Al est son sous-contexte B[] 1le plus & droite tel que ALl = Al{E-B[] s 1.
Plus précisément, si €[] est un autre sous-contexte de A[] tel que

All = Azfé-C[] s 1 et si (ula, B[], AE} ) et (uZE, cll, ALl ) sont les .

coordonnées de BL] et C[], on n'a pas u,B = ulavﬁ ou u, et u, tels que

u,a = v[l]uia et u B = V[ZJuéE._

1 2

5.3.3. Notation : Si INIT(U), si U 3 v et si AlJ est un sous-

contexte de V, nous définissons g(ﬁ, Al'1l) de 1a manidre (un peu technique)

suivante :

1) si |[AL] ”2 > 0, alors A[] a un contractum plus & droite €'[]
tel que A[1 = B[a-C'[7 ;] et on pose R

g(U,AL] ) = B(d=x-Clx, x, ... x: D% 0l

ot ¢l = f(a, ¢'[1), oi C'[] = C[g-D'IEJ . goDZE‘J_ y wee g-DnE] ,4],- oii n.>.0.,

n .
oti D[] = (v Di[] yulbl d si (XY)b est la sous—expression de U telle que
i=1 .
(X)) = 6(o) et (YY) = d,
2) si fall ”2 =0 et ||al] ”1 > 0, si & correspond 3 la:sous—

expression (Ax-S)D(G) la plus interne de U telle que f£(o, AL]1 ) # ALl ,

alors on pose
gAY = ((xe{u,s} Lelx,x, ...x3137)% pL1)°

ot ¢l1 = £(a, AL1), ot Al = cleD, [, o-D,01, ... oD [1;],00 mn=l,
n ' _ S R
U Di[] , oli u est tel qu'il existe une sous-expression Z de S de

oi bl

i




coordonnées (u,z,8) vérifiant {(Z) = G(T(AE?J)), et ol (XY)b est la soug-

expression de U telle que 1(X) = G(g).

¥

Dans les deux cas, un sous-contexte ((AxaAlf j)a AL ])b =R ]
oli bEEEO apparait dans le contexte (U, Al 7). Nous noterons ses coordonndes
par (x{U,Al 1), R 1, g(u,al ). pe pPlus, nous notops d(U,AL 1) = ¢
dans le cas 1 et d(U,AL 1) = bou dans le cag 2, Ceci nous permettfa d'intro-
duire une quantits AL = (d(uU,Al j), Al j s <r{U,Al 1)>) au sens des notationg

de 2,2,

Remarquons en outre que g(U, Al 1), d(u, A 1) et r(u, ar 1) ne
sont définis que si I]AE ﬂf] > 0. Par ailleurs, on a toujours
,fg(U, AL D i <[fA[]J[I. Nous sommes i présent préts 3 démontrer que, U
et Aﬁ 1 étant donnés, on peut construire sans ambiguitd une réduction U ;% v

génératrice de Al 7,

réduction standard, 1a réduction U ;i V géndre Je Sous—contexte de coordon-
- : . % o s
nees £ = (v, AL 1, V) gosi i St VI genere le sous-conrexte de coordonndes

£, = (vys 8(U,AL 5 Vy)set £ - &) = (A, AL 1y, af 7, <x(U, AF 1)s).

Qgggﬂggzggigg : Un sens est &vident par la définition de généra-.
teur strict de 2,71.1. Réciproguement, supposons que U g% VI R V génére 1le
Sous-contexte £ = (v, AL 1, o). Nous raisonnons sur les deux cag de la dé&-
finition 2.1.1. Soient g] = (Vl’ AL ], VI) les coordonnges du géndrateur .
strict de £. Posons R = ((AX'S)QT) ol bGEO (et on peut toujours le suppo-
Ser sans perdre de 1a généralité - voir 1.1.4) et soient (WrR:VI) les
coordonnées de R.

Cas 1 : Al I= Blascla.D [ ], 2Dl 1, eeeasD [ 13757 o n » 0
et C[ Jacomme coordonndes (wba, C[.7, V), on a alots v = v, et
AIE I= Bf(kxsch,x,...x;j)a D%;j; _o? les coordonnées_des D{[,}sont“
(wbawiyig, Di[ L v et (Wi,X 1, 3) sont des occurrences. de 1a

............. . — —— T wl L " . .
Di[ 1) sid = G(z(T)).

vafiable libre x de S. De plus Df 1= ]a u( v

1=]
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On se demande donc si A L 1 g(U, Al 1). Posons
.C'[?j= C{gyDIE Ts @Dl 1, .. E-Dn; 151 et ona Al }= B{ahc £ 1 j
Donc ]]Af 1]2 > 0 et nous affirmons que C'[ ] est le contractum le plus a
droite de AL 1. En effet, s'il existait un autre contractum plus 3 droite
que C'? J,comme C'P ] est un préfixe du contractum de R dans V, il existerait
une sous—éxpression W de V plus & droite que U é% V telle que ,"W ”2 > 0.

0r ceci est interdit par 5.1.8.

Nous sommes donc dans le premier cas de la définition 5.3.3.
Par le lemme 5.2.4 (l&re partie), om a C[ 1= £(a, C ' ]) D' autre part,
par 1.3.2., si a = G(a), le sous—contexte ([ J L ] ) de V est un résidu
d'un sous-contexte de U. Donc, comme INIT(U) est vrai, il existe une seule
gous~expression (XY)b de U telle que (X) = a et ©(Y) = d. On a donec
AIE 1 =g(Uu,aAl 1).

Par ailleurs, on a v =v, = de(U,A[ 1) car on a d(U,AL J) =
et w = Vl I'(U,A[ J). Done E . E] = (d(U’A-[ j), AE ]: <I‘(U’A[' ])>)--.

Cas 2 : AL J=doD [ 1,0-D [ vee0e D [ J; olin3x1et
v ==wb5u. . On a alors vy=w et A [ ] ((AX fu, S}[C[x Xy.aex3157 y¥* o [J)
oii les sous—-contextes Di[ Tont comme coordonnédes 6Wbmwiyig, Di[ 1, V)"

51 (wi, X l, S) sont des occurrences de la variable libre x de 8 et

‘ 1
p[J= .u DI 1.
] 1

i=1

Le contexte A [Jest préfixe d'une sous—expression du contractum
de R dans V:; donc cette sous-expression est & droite de U é%'v et, par
5.1.8, on a !]A.[]HZ = 0. On est donc dans le deuxiCme cas de la définition
" de g(U, A[J). Par ailleurs, comme n > 1, on a |[ATT[| ; > 0. Or, par 5.2.4
(18re partie), on a "u![l = 0 et £(a, Aﬁ{}) £A[]. Donc par 5.2.4 (28me.
partie), 1'étiquette o correspond i la spuSMeXPression (Axps')D<a} de U
la.plus interne telle que f{a, A [I}# A.t} . Or, par 5.2.4., on a
CfJ§= f{a, AL}). De plus, comme dans le cas précédent, il existe une seule

sous—expression de U de 1la forme (XY)b si T(X) = G(a).
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Enfin, comme Hu”l =0, si Sof Jest le plus grand préfixe de S
tel que :HSOEJ“ ; = 0, il existe un sous-contexte de coordonnées (u, Zol_f 1, SoL 1))
tel que G(-t‘(ZOE D) = 6(c(af 1)). on a done dansV1 un sous—contexte
Fot T= (axe So[‘])D(a) tel que HFOUHI = 0. Par 1,3.2, le sous-contexte
FOE 1 existe dans U. Donc, il existe dans U une sous—expression de coordon-—
néesg (u,Z,8") telle que____"y'(z) = G(r(A[ J)) et on a
fu,8"} el 131 = fu,s}0CT 15 1.

Finalement, on a v = vld(U,A[ ) = vlb&u et w = v]r(U,A[ D
Donc g - &, = (4(U, A 1), AL J,<r(U,AL 1)>). [0

5.3.5. Proposition : Si INIT(U) est vrai et si U sgft': VetU fi: W

sont deux \r‘éductions génératrices des sous—-contextes de coordonnées

£E= (v,AL 1,V) et €' = (w,AL 1, W), alors £ = £'.

Démonstration : immédiate par la proposition précédente. On rai-
sonne par rEcurrence sur HA[ ]”]. Si ||A{ J”] = 0, alors la réduction

génératrice de A ] est vide par 1.3.2 et les coordonnées de A ] dans U

sont déterminées sans ambiguité@ puisque INIT(U) est vrai. Si ”A[ j”}' £0,
alors on a une ré&duction génératrice unique de g(U, Al 1)} par récurrence,
et, si U sﬁ: V’1 est cette réduction, les coordonnées 'c_,'l de g{U,A []) dans VI
sont fix8es sans ambiguité par récurrence, Or le lemme précé&dent implique

que seul & = El + (d(U,ATI), A[] , <r(U,A [])>) peut &tre généré par ume

réduction U % V. +> V qui est donc maintenant fixde. []

t 1

w

5.3.6. Théordme : Si INIT(U) est vrai, si UX Vet UX W et

si £ = (v,Al[l,V) et &' = (w,B[],W), alors on a :
g’ ssi ALD = BLT

Démonstration : Si £~ E', ona A[]J=B [ par 1.4.2, Or, par le
théoréme 4.1.2, on a.c(U,g) % g et c(U,£") % £'. Donc, toujours par 1.4.2,
on a c(U,E) = (v, AI;]i, V') et c(U,g') = (w', ATT ., W"). Or, par 2.3.5, les
ré&ductions U si;t V' et U sit W' générent c(U,£) et c(U,£"). Dome, par 5.3.5,

comme INIT(U) est vrai, on a c(U,£) = ¢(U,£'). Donc & qu £'.0




132

Remarquons que nous n'avons pas utilisé le th@oréme 4.2.5 dans la
démonstration précédente. On aurait pu le faire et la dé&monstration aurait
8té l8gdrement plus simple. Mais, il faut surtout remarquer que nous avons
aussi démontré le théoréme 4.2.5 dans le cas ot INIT(U) est vrai, ce qui est
suffisant pour le cas géndral en considérant des expressions et ré&ductions

isomorphes issues d'une expression isomorphe vérifiant le pré&dicat INTT.

Nous venons donc de démontrer que la notion de famille correspond:
done exactement 3 1'dgalité des &tiquettes d'un sous-contexte, dans le cas

ol 1'expression 8tiquetée initiale porte des &tiquettes toutes différentes de

E .
o
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6) PROPRIETES SUPPLEMENTATRES DES FAMILLES DE RADICAUX

Nous appliquons aux familles de radicaux, em utilisant la proposition
1.4.3, les propositions et théorémes 4.1.2, 4.2.5, 4.3.1, 4.3.4 et 5.3.6. Nous
revenons donc dans le A-calcul non &tiqueté et nous utilisons les notations de

IT.4.

6.1. Notation : La longueur de la réduction Dest notée 19].

6.2, Définition : Le représentant canonique de la famille de
radicauxr contenant (R,ﬂ)) est la paire (Ro,ﬁ)o) telle que ﬂ:)o est standard et
[ﬁ)ol minimum telle que (Ro,i)o) w (R,D).

\Cette définition a un sens en utilisant 1.4.3 et 4.3.1. En outre, la
réduction EDO géndre (dans un sens intuitif) le radical R, puisque cette défini-
tion correspond A la définition de représentant canonique de sous-contexte
eétiqueté. Nous noterons (R,Z))O le représentant canonique de la famille de
(R,@). Le théoréme 4.2.5 se traduit donc simplement par (R,D) ~ (R',ﬁ)')
ssi _(R,ﬁ))o = (R',,,(D')0 avec notre nouvelle définition.

6.3. Théoréme : Si (R,f())o = (Ro,f)o), on a @0 esgD ssi
(Ros %0) < (R, D).

Démonstration : D'abord, si (R SD) < (R,D), on a,@ < g) par N
I1.4.2.3, Réciproquement, si :D <$ on utilise II.4.3.4 et 1.4.3 et 4.3.4. E]

6.4. Théoréme : Si'c.D,Q)'E%(M) et si @e eti)'e sont les deux ré&duc-
tions &tiquetées isomorphes 3D etD" issues de U tel que -1'—'1(U) = M et si
(Re,@e) et (Ré,i)é) gsont isomorphes i (R,D) et (R',P), alors les trois

clauses suivantes sont &quivalentes :

l) (Rsﬁ)) u (R" @')

2) degré (Re) degré (Ré) quand INIT(U) est vrai

3) degré (Re) degré (Ré) pour tout U tel que --r_I(U) =
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Démonstration : Les clauses ! et 2 sont 8quivalentes par 1.4.3

et 5.3.6. Or la clause 2 est trivialement 8quivalente & la clause 3.0

Nous avons donc donné un sens 3 notre A-calcul &tiqueté&. Le degré
d'un radical caractérise donc sa famille, Et nous comprenons la technique
de démonstration utilisant les prédicats born&s supérieurement dans le =

chapitre II. Mettre des Stiquettes et borner le prédicat S constistailt

done & considérer des développements finis géndralisés (du moins quand le

prédicat INIT est vérifig).
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CHAPITRE IV

INTERPRETATIONS DU A-CALCUL

Nous reprenons ce que nous avons fait dans [B3,34] et nous essayons

de relier ce travail & ce qui a &té fait par ailleurs., Cette conmexion est

due 3 Hyland MMy].

1) INTRODUCTION

Le probliéme est d'interpréter les A-expressions, c'est-3-dire
d'associer un objet math@matique 3@ chaque A-expression et de faire corres-—
pondre & 1'application et # la A-abstraction des opérations sur ces objets.
Une telle définition peut Etre faite rigoureusement, en introduisant des
A—algébres (voif Barendregt[3]). Nous &vitons ce probléme en utilisant la

définition peu orthodoxe suivante.

1.1, Definition : Une relation sémantique, en abrégé une sémantique

du A-calcul, est une relation d'équivalence £ vérifiant pour toutes

A—expressions M et N les deux propriétés sulvantes :
1) i M3 N, alors M= N
2) 8i M = N, alors C[M] = C[N] pour tout contexte C [] .

Nous dirons qu'une fonction B définie sur A est une interprétation

des A-expressions si la relation de A d&finie par QQM) = B(N) est une
sémantique. Remarquons que la relation d'interconvertibilité&, c'est—-3-dire

et s s . % = .
la fermeture symétrique et transitive de la relation +, est une s€mantique
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particulidre. Toute relation sémantique est donc, par définition, une
‘relation d'équivalence compatible avec la relation d'interconvertibilité

et compatible avec les lois de formation du langage A des A-expressions.

Puisque nous ne raisonnons qu'en termes de relation d'équivalence,
nous ne précisoms gudre les objets que 1'on peut associer aux l—expressions,
Pourtant, 1'interprétation intuitive du A-calcul est une interprétation
fcnctionnellé. En effet, 1'expression MN semble traduire 1'application (éu
sens des fonctions) de M & N et 1l'expression Ax+*M veut dire que 1'on consi-
d8re M comme fonction de x. Tout cela est rendu coh&rent par la g-régle de
conversion qui implique que (Ax+M)N et M x\N] sont représent&s par un méme
objet. Mais toute interpré@tation fonctionnelle se heurte d'abord & un pro-

bléme de cardinalité due au paradoxe de 1'auto—application. En effet, si

D + E représente 1'ensemble des fonctions de D dans E et si on veut interpré-

ter la A-expression xx, on aboutit & 1'égalité D = D » E, ce qui est impos—
sible d&s que card(D) > 1., Scott[3# fut le premier # donner une interpréta-
tion fonctiomnelle du A-calcul. De la mEme manidre que 1'ensemble des fonc-
tions continues des réels dans les réels a la méme cardinalité que 1'en~
semble des réels, Scott trouva une interprétation fonctionnelle oi les seﬁles
fonctions considérées sont continues par rapport & une topologie trés simple
définie sur des domaines qui ont une structure de treillis. Nous ne décrirons
pas ce domaine D _ ici, ni les autres modiles Pw et Tw(voir Plotkin[32,%5] et
Scott [3§)). Mais nous retenons ici — et c'est une indication fondamentale -
que nous avons affaire 3 des treillis ou demi-treillis ou ordres partiels
complets si on ordonne les domaines d'interprétation par la relation "moins’
défini que” et que les procédés de calculs sont des mécanismes continus. Et
nous verrons que ces deux hypothé&ses sont naturelles et pas du tout contrai-
gnantes. Une telle approche qui consiste i associer des objets mathématiques
ou fonctionnels est encore appelée sémantique dénotatiomnelle (voir Scott

3% ). Cette discussion fait donc apparaitre des relations d'ordre (partiel)

et nous introduisons une nouvelle définition.

1.2, Définition : Une sémantique monotone (croissante) du A~calcul

est une relation de préordre [ vérifiant :

1t

1) Si M3 N, alors M= N (c'est a dire M L[ N.[ M)
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2) 8i M [ N, alors C[M] [ C[N] pour tout contexte C [ ]

Une autre maniére de donner un sens aux A~expressions est de consi-
dérer une sémantique opérationnelle. Et nous allons voir qu'il y a deux
sortes de relations opérationnelles : les relations intensiomnnelles et les
relations extensiomnelles (voir Church [f41). La premi&re manid@re ne considdre
que tous les calculs ou r&ductions d'une A-expression et consiste & dire que
M est plus petite que N ssi, pour toute expression dérivable de M, il existe
une expression "plus précise" dérivable de N (voir Courcelle ¥, Nivat 2%,

Vuillemin [4¥pour les programmes récursifs ou Lévy R3], Welch [%%]).

La seconde manidre consiste i dire que deux X-expressions sont opé-
rationnellement &quivalentes si elles ont "le méme comportement” pour tout
contexte dans lequel on les plonge. (Voir Barendregt [4], Hyland M9,

Morris R8], Milner (6], Plotkin [34], Wadsworth {45], ...). Dans cette seconde
alternative, on peut &galement introduire un pré€ordre en transformant la
relation "méme comportement” en une relation "comportement plus précis". Pour
arriver & faire des d&finitions plus rigoureuses, il faut d'abord s'entendre

sur le sens de la relation "plus précis gque".
P 2l q

1.3. Définition : Un eritére de préeision est une relation sop de

préordre sur les )—expressions qui est dé&cidable et qui contient 1la relation

* :
> .

Formellement, on a Sop vérifiant pour tout M, N, Pe A :

) M M
op

2) si M< NetNs<_ P, alorsM< P
op op op

3) si M 5 N, alors M < N
; op

Intuitivement, la précision d'une A-expression augmente au fur et 3
> D P

mesure d'une réduction. De plus, la décidabilité du critére de précision
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interdit pratiquement que 17on fasse intervenir la relation d'interconver—
tibilité qui est ind8eibable (voir Barendregt [4]) et le critdre de précision
doit donc &tre simple. Les deux fagons d'introduire des s€mantiques op@ration-

nelles peuvent €tre maintenant dé&finies.

1.4. Définition : La relation opdrationnelle intentiommelle définie

par le eritére de précision <op est la relation [ > définie pour toutes

A—expressions M et N par :

M Eop N ssiVM' tel que M M, 3N tel que N PN et M sop N'

1.5. Définition : La sémantique opérationnelle extensionnelle en—

gendrée par le critére de précision sop est la relation [op définie pour

toutes A~expressions M et N par :

M[ N ssiVel 1- ¢M] <° cIN]
P op

ol s:: est la relation opératiommelle intensionnelle définie par Sop'
Nous réserverons le mot sémantique opérationnelle pour cette der-
nidre définition, qui en fait celle que 1'on attend de toute ;sémantique raison—
nable. Nous rappelons que Church [Mi{Jutilise les mots extensionnels et inten-
tionnels pour les fonctions et non pour les A—expfessionsa C'est ce qui risque
d'8tre 3 1l'origine d'une confusion avec les définitions de sémantique.exten—
sionnelle figurant, par exemple, chez Barendregt [4]. En fait, il n'y a aucune
ambiguité car nous avons simplement parlé de sémantique opérationmelle exten— '
sionnelle. Une sémantique extensionnelle du A-calcul est (conformément 3 [41])
une relation s@mantique telle que si MP = NP pour tout P, alors M= N. Ce
principe d'extensionnalité est bien identique & celui qui régit habituellement
l'égalité des fonctions et revient & valider la régle n de conversion du

A—calecul (voir chapitre I).

Nous pouvons i présent définir un corollaire immédiat des dé&finitions

précédentes,
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. . * . = . . .
1.6. Corollaire : Soient so la relation opérationnelle intention—

nelle définie par sop et Lop la sémantique opérationnelle extensionnelle
engendrée par Sop” Alors .

1 <* est un préordre
op
2) i ME W, alors M =" N (c'est-a~dire M <~ N <° M)
op op op
3) s;; n'est pas en géndral une sé&mantique monotone

4) Eo aest une sémantique monotone.

Démonstration :
S

"1} trivial car sop est un préordre

2) On a d'abord N ST; M car sop est féflexif. Si M3 M', il existe
N' tel que N IN et M 3 par le théor&me de Church~Rosser. Comme s,

. * “*
contient +, on a M' £ N', Et done M <~ WN.
op op

3) Posons I = Xx-x et K = Axy-x. Soit sop la relation définie pax
M Sop I pour tout M. Cette relation est un critére de précision et om a

K so I et onn'a pas 1 Sop K. Posons CI] = [] IK, on a
C[1] = IIK 3 K et C[K] = KIK5I. Donc C[I] "0’; K et C [K] zo’; 1.
" D'od C[TI1 < €Kl et C[I] #° C[KI1.

op op

K

. : . . * .
4} La relation Lop est un préordre, pulsque sop 1'est aussi. De

plus, si M3 N, alors M Eop N puisque, pbur tout CL J, on a
¢[M] 3 C[N] et donc C[M] 5’; C[N]. Enfin, si M Eop N, on a C[M] Eong]
pour tout C [ ], puisque tout contexte de C[M] est en fait un contexte

de M. [J




Si on raisonne donc avec un point de vue opdrationnel, le probléme
est de trouver un bon critdre de précision et d'éviter que les relatioms
extensionnelles ou intentionnelles dégéndrent. Nous dirons qu'une relation

de préordre dégénére ou est incohérente si cette relation [ est totale,

c'est-d—-dire si on a M [ N pour tout M et N.
L P

Nous n'allons pas découvrir ici de nouveaux critéres de pré@cision.
Toutes ces relations existent dans la littérature (voir Barendregt [1],
Hyland [4%], Morris [28], Wadsworth [45l) et nous les citerons pour mémoire &

la fin de ce chapitre. Nous rappelons d'abord deux phénoménes importants. Le

premier phénomdne est relid aux formes normales et distingue entre Al-calcul
et AK-calcul. Nous rappelons que le AK-calcul est ce que nous avons appelé

A—calcul et le Al-calcul se distingue du AK-calcul en restreignant le langage
AI des Q—expressions 3 1'ensemble des A-expressions dont toutes les sous—ex-
pressions de la forme Ax*M sont telles que M contient au moins une occurrence

libre de x. En outre, il est clair que le langage AI est clos par réductions.

1.7. Lemme : Si M ¢ AI est une AI-expression qui a une forme normale,

alors M est fortement normalisable et donc toute sous-expression de M a une

forme normale.

Démonstration : Soit N la forme normale de M (qui est unique par le

théoréme de Church—Rosser). Soient aﬁ] et ,?52 deux réductions quelconques entre
M et N. On aaﬁl /o?)z = e??z/o?l = O avec les notations de IL.2, puisque N ne con-
tient plus de radical. Dcaru'LaZ)1 moﬂz par définition. La proposition II1.2.3.4
implique qu'il existe une et une seule r&duction standard Jn telle que
)] '\-'131 '\:oﬂz, donc une seule réduction standard aﬂn entre M et N.. {En fait on ’
peut montrer que cette réduction est la réduction normale de M — voir IIL.1.4.1)..
Nous pouvons donc introduire sans aucune ambiguité la quantité dﬁ(M) qui i
représentera la longueur de la réduction standa.rd@n. En utilisant le théo~
réme de correspondance de II.2.5.4 et le lemme II.3.7.7 valable pour le
AI-calcul, Sic$ est une réduction quelconque M k4 P, on a [é}[ + dn(P) < dn(M)-
ol IQD[ est la longueur de la réduction &). Donc w[ sdn(M) et M est fortement

normalisable. [
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1.8. Proposition : Soit Sop la plus petite relation vérifiant

1) M <op N si ¥ n'est pas une forme normale et N quelconque.

”

2) M SOP M si M est une forme normale

. * . - . . . P
et soit < la relation opérationnelle intensionnelle définie par Sop'
. - . - E
Alors toute relation sémantique monotone contenant Sop dégénére dans le

AK-calcul, mais ne dégéndre pas dans le AI-calcul.

= . . . - . . . *
Démonstration : Soit E une relation sémantique qui contient gop et

* . P 0
notons et = les relations d'é@quivalences associées. Pour tout M et N,

si M s ;P N, on a dome M [ W.

51 on est dans le AK-calcul et si on pose A = AX+XX, on a
xz(AA) Ezp xy(AA). Done xz{AA) = xy(AA). Comme = est une relation sémantique,
on a ulxz(AA)] = C[xy(AA)] pour tout contexte C[ 1. En particulier, si
K = Axy*x et M est une A-expression quelconque, on a
(Axyexz (AA))RM = (Axy+xy(AA))KM. Puisque = est une relation sémantique,

s % . .
8i P+ Q, on a P = Q. Donc z = M pour toute expression M et la relation [

dégénére.

8§i on est dans le AI-calcul, alors la relationﬁ‘;k est une s@mantique
monotone du AI-calcul, En effet, par 1.6, on a M E:p N si M3 N. De plus,
supposons que l'on ait M s; N et considéroms un contexte quelconque C[ J.

Si CIM] n'a pas de forme normale, on a trivialement C[M] szp CfN]. 81 C[M]
a une forme normale, le lemme précédent implique que M a aussi une forme
normale M'., Comme M S: N, alors XN a la mBme forme normale M' puisque
M' so N implique M' = N' par définition. Donc C[M] 3 CiM'] et

C[N] > ¢[M1 . On a donc C[M] s;p ciM'] s;p c[¥l. O

Cette démonstration figure chez Barendregt [4]. Ainsi la premidre

relation sémantique qui vient & l'esprit dégénére sauf dans le AI-calcul
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qui n'a pas grand sens d'un point de vue informatique, car, dans les
programmes, il existe bien des procédures qui ne tiennent pas compte de
tous leurs arguments. Toutefois, comme le fait remarquer Barendregt [4],

le AaI-calcul est suffisamment puissant pour coder toutes les fonétions ré&-
cursives partielles (voir Chuxch [4{]). Les formes normales ne remplissant
pas leur sens intuitif et certains modéles du A-calcul, notamment le modéle
Doé de Scott [3F], identifiant des A—expressions qui ont des formes normales
et des \-expressions qui n'ont pas de forme normale (voir Wadsworth [§4]),

différents auteurs ont proposé d'autres relations syntaxiques.

D'abord, Morris R8]a considéré la sémantique opératiomnelle exten—
sionnelle engendrée par la relation ;OP de 1.8. Cette s&mantique n'est pas
incohéregte (voir Hyland [1%] ) et Morris Rf]a démontré que 1l'expression
Y = Mo (Axef£(xx)) (Ax+f(xx)) est telle que YM est le plus petit point fixe
de M dans cette sémantique pour toute expression M. Mais le deuxiéme type
de solution proposé par Barendregt [4] et Wadsworth [$lest d'introduire un
nouveau type d'expressions, les expressions qui ont une forme normale de t&te

ou expressions solvables.

1.9. Définition : Un contexte C [ 1 est strict ssi il existe une
expression M telle que C[M] n'a pas de forme normale. Une eggressigglm est

solyagble ssi il existe un contexte styxict C [ Jtel que C[M] a une forme

normale.

Nous avons défiguré la définition de Barendregt [4] et nous nous
en excusons. Cette définition est 8quivalente comme nous le verrons plus tard.
Une expression M non solvable est donc un puits d'information, car s'il
existe une expression N telle que le calcul de C[N] ne peut paé se terminer,
alors il en est de m@me pour C[M]. Mais si le calcul de C[M] se termine,

alors C[N] a une forme normale pour tout N,
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1.10. Formes normales de t8te (Wadsworth [44]) :

1.10.1. Définition : Une forme normale de t&te, en abrégé f.n.t}, est

une expression de la forme Ax} Ky oo X X Ml Mz .o Mn Ol X, X5 Xgy enn X
sont des variables quelconques et m = 0, ol Ml’ 03 < - Mn sont des expressions

quelconques et n = 0. La variable x qui peut &tre libre ou liée est appelée

la variable de tZte.

Toute expression qui n'est pas en f.n.t est donc clairement de la

forme AX, X, ov0o X *{AXM)NM M, ... M olim, n=0. Elle contient donec un
1 72 m 1 72 n

radical de t&te qui est son radical (AxsM)N le plus & gauche. Nous adopterons

parfois une notation vectorielle et les deux types d'expressions précédentes

s'Gcriront AxexM et A?r(kx‘M)N M. Une expression M g wne forme normale de téte,

en abrégé a une f.n.t., 5'il existe une expression N en f.n.t. telle que

M3 N,

1.10.2., Définjtion : Deux expressions M et N en f.n.%. sont semblables,

et nougs Bcrirons M = N, ssi on a

M

M= Ax} x2 .o xm-x Ml M2 coe M
N = lx] x2 - xm-x N1 N2 e Nn

Nous rappelons que nous ignorons lesg d-conversions et que 1'égalit@
est en fait 1'égalité modulo quelques renommages des variables lides. La
relation précédente est trivialement une relation d'équivalence. Intuitivement,

deux f.n.t sont semblables ssi elles ont méme structure au premier niveau.

1.10.3. Proposition : Si M3INetM3 P, si N et P sont en f.n.t.,

alors N = P,

Démonstration : Par le th8orZme de Church-Rosser, il existe Q tel que

x * . - .
N+>Qet?P - Q.*Or on a Nen f.n.t., c'est-d~dire N = Ax] Xye oo X WX N] NZ"'Nn'
la réduction N > Q ne peut €tre qu'interne 3 chacun des Ni' D'ol @ est en

£.n.t, et ¥ = Q. De la wéme manidre P = Q. D'oll par transitivitéd N = P, [J
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1.10.4. Notaticn : Nous considérons la fonction Fnt dé&finie de la

manidre suivante :
Fnt(A%exdD) = Axexi
Fnt(lg-(lx-NDNﬁ) = Fnt(l%-MEx\N]ﬁ)

Par Fnt(M), nous désignons donc la premiére f.n.t obtenue en effec—
tuant la réduction normale de M (voir II.1.4). Cette fonction n'est donc pas
définie pour tout M. Et nous avons M néim Fot(M) si Fnt(M) est défini. Cette

dernidre réduction est encore appelée la rdduction de tZte de M, car elle ne

consiste qu'd contracter des radicaux de téte.

M.10.5. Lemme : Toute rdduction standard M ji AXexl se décompose en

w

M_ 3 FneM) 3 AxeN
norm st

P . > . ; = .
Démonstration : Posons N = Ax+xN et soit g la longueur de la réduction

* L4 - - . -
M e N considérée. Raisonnons par récurrence sur f.

5]

Cas 1 : Mest en f.n.t. Alors M = Fot(M).

Cas 2 : M= A%+ (Ax-P)QM. Considérons 1'expression M' telle que

M LS M’ é% N soit la réduction standard considérée. Le radical R est forcément
le radical de téte de M. En effet, comme cette réduction est standard et comme
le radical de téte de M est le plus i gauche dans M, si ce radical n'est pas
contracté entre M et M'; on ne peut contracter ses résidus par la suite et on
aboutirait 3 une expression N qui ne serait pas une f.n.t. Donc

M' = A%-P[x\é]ﬁ et, par récurrence, la r&duction M' é% N considérée est de la
forme M* nd%m Fnt(M') 3 N. Comme on a Fnt(M) = Fnt(M') par définitioﬁ, la

st
. 0O

"
¥t

réduction M 35 N est de la forme M z;. Fnt (M)
st _ norm
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1.10.6. Proposition : Si M Y N et si N est en f.n.t, alors

1) Fnt(M) est dé&fini
* *
2y M notm Foe(M) >N

. - . %o . ~ . ~
3) sie est la réduction M > ¥ et 51aat est 1la ré&duction de téte de M,

alors cﬁt E

Démonstration : On applique le théoréme de standardisation et le

lemme pré&cédent. De plus, sidbst est la réduction standard considérée, on
. g ) = 4 ¥ " = ? ot

asd %ez)st par I1.2.3.3. Comme $st Jt ;2', on aaDt/Jst &, Dol
<, .

*at “J%t ned &

Les formes normales de téte ont donc un comportement identique aux
formes normales. Elles sont uniques modulo la relation = et il existe un moyen
standard, la réduction normale, pour en obtenir une. Toutefois, il existe une
forme normale de t&€te minimale, c'est celle que 1'on obtient par la réduction
de t@te et, ceci nous a &té& suggéré par Berry [#], cette r&duction est égale—
ment minimale vis 3 vis de 1'ordre que nous avons introduit en II.2. Remar—~
quons €galement que les formes normales sont des f.n.t. particuliéres et donc
que toute expression qui a une forme normale a une f.n.t. La réciproque n'est

pas vraie. Prendre M = x(AA) oll A = AX+xx.

1.10.7. Proposition : Toute expression qui a une f.n.t. est solvable.

A 1 4 - * = .
Démonstration : Supposons M > N et N lxl Ky eee X« X N1 N2 ...Nn.

Nous avons deux cas selon que x est 1iBe ou non. Posons K: = ﬁyl Yo s Y 8

et A = AxexX.

Cas ! : N=2x, x, ... X *x%x. N, N, ...N . Considédrons le contexte
e 1 72 m 1 1 2 n

. N n . . '
c[ I=¢C JA} Ay ons Am ol Ai = Ka et Aj sont quelconques pour i # j. Alors

Ml 3 crn1 3 a. pe plus, le contexte C { Jest strict, car
C [AAT = (AA) AI A2 ce An n'a pas de forme normale.
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Cas 2 : N = hxl xz cee X X Nl N2 ‘oo Nn et x est libre dans N.

Considérons le contexte C['} = (Ax-[ 1) Kz A] A2 .- Am oli Ai est quel—

conque pour tout i. Alors C[M] 3 CINJ % a. De plus, le contexte C[ ]
est strict, car CLAA] 3 (TAL\.) Al A2 Am et C[AA] n'a pas de forme normale.[]

Nous montrerons plus tard la réciproque,

Nous allons définir une relation opératiomnelle intensicnnelle
(conformément & la termimologie de 1.4) dont le critér‘e de pré&cision repo—
sera sur les motions de forme normale de t&te et d'approximation directe
dues 3 Wadsworth [4%. Et nous montrerons que la relation ainsi définie est
une sémantique monotome du A-calcul. Cette approche est paralléle & celle

considérée pour les programmes récursifs par Courcelle['ﬂ.]', Nivat X%,

Vuillemin 43].
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2) A-EXPRESSIONS D'INFORMATION FINIE

2.1, Approximation directe (Wadsworth [H4])

Nous introduisons un nouveau symbole $ dont 1'interprétation
intuitive est la valeur "indé&finie". L'approximation directe d'une expres—
sion M, notée w(M), est cens@e représenter 1'information présente dans M
sans contracter aucun de ses radicaux. La quantité (M) est donc obtenue 3
partir de M en remplacant tous les radicaux de M par la constante Q et en

s

appliquant, autant que possible, les deux r@gles w-régles suivantes :
1) Toute sous—expression de la forme ON est remplacée par Q,
2) Toute sous-expression de la forme Xx+Q est remplacée par Q.

Nous remarquons qu'il suffit en fait de remplacer les radicaux les
plus externes de M et cette définition a donc bien un sens que nous pouvons

résumer de la maniére suivante :

2.1.1. Définition : L'approximation directe w(M) d'une expression

M est définie par :

w(M) = lxl X, ...xm.x(w(Ml))(w(Mz))...(m(Mﬁ)) si M = Axlxz...xm.x M}Mz...Mn
2 si M n'est pas en f.n.t.
Nous résumerons le premier cas de cette dé&finition en &crivant
w(M) = X%-x(w(ﬁ)) si M= A%-xﬁ. Avec 1l'interprétation indéfinie intuitive de @,

on s'attend donc 3 gagner de 1l'information au fur et & mesure que 1'on réduit
1'expression M et ainsi définir un critére de précision en se servant des
approximations directes. Nous considé&rons donc d'abord la structure de 1'en~

semble image m(A) de A par w.
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2.2, L'ensemblecfndes w—f -formes normales

2.2,1, Définition : L'ensemblecAVaes w—B-formeg normales est le

plus petit sous-ensemble contenant
e

2) Ax., x

18

1

g rer X 0¥ 8, 8y ... @ sim, n =0 et aifgofﬁour tout i

La dénomination w—-R-forme normale se justifie, car toute expression
de cf’ne contient pas de B~radical, ni de w-radical au sens des w-régles

vues en 2.1 et réciproquement.

\2,2.2. Proposition :ofp= w{A).

Démonstration : triviale.[]

La taille d'une approximation ou w-8 —forme normale est définie de
la mfme manidre que la taille d'unme A-expression. Et on peut remarquer que
1'on peut représenter tout &lément decjépar un arbre dent chaque noeud cor~

respond & "un niveau de f.n.t" et chaque feuille correspond & un Q ou & une

w-f ~forme normale de la forme Axl Xy eee X oK. Par exemple, les approximations

xQ(yx) et Axey(Aztezz Qt)(x(lueu)) sont représentées par les arbres

Ax.y :

VAN
| AR

Au'..u__

X

De maniére générale, $i a = Ax, X, ...X X &, &, ...a_, l'arbre
1 72 " ""m 1 72 n

correspondant sera

Axl Ky see X *X
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Ces arbres correspondent donc 3 ceux de Courcelle MlJou Nivar RY]
et sont encore appel8s arbres de Bohm par Barendregt [3] fou du moins leur ver-
sion infinie que nous verrons plus tard). Nous introduisons un ordre partiel

suref, en se souvenant que la signification intuitive de Q est 1'"ind&fini".

2.2.3. Définition : Nous consid&romns la plus petite relation <

suro#ﬂcompatible avec la structure de of contenant la relation @ < a pour

tout a dee#l Et, si a < b, nous dirons que a est moins défini gque b.

2.2.4. Proposition : On a a < b ssi

1} a

i
el

2) a = Axlxz...xm-x a,a,

a. s b, pour tout i tel que 1 < i < n,

el b = lxlxz...xm-x bl b2"'"bn et

Démonstration : immédiate. [J

Souvenons-nous que nous ignorons les g-conversions : on a par exemple
AX*XQ £ Aye+yy. De plus, sous forme d'arbre, on a a < b gsi 1'arbre a est un
préfixe de 1'arbre b, les seules différences autoris@es &tant des {. Cette
définition de 1'ordre est purement syntaxique et ne fait appel 3 aucune in-
terprétation. Nous nous &loignons donc de 1l'ordre considéré par Wadsworth [#4]
et nous rapprochons de l'ordre considéré par Nivat R¥let Vuillemin [{373.
D'autre part, il est clair que < définit un ordre partiel sure¢#. Nous regar—

dons de plus prés la structure induite par < sur of.

2.2.5., Proposition : L'ordre = est bien fondé surcﬁf.c'eSt_é—dire

il n'existe pas de chatne infinie strictement d8croissante.

Démonstration : &vidente.[d

2.2.6. Proposition : A%a une structure d'inf-demi-treillis, ou

plus exactement :
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1) Il existe un élément minimum §

2) Toute paire d'éléments a et b deejaposséde un plus grand

commun minorant Min{a,b) dé&fini par

Min(a,b) = lxlxz...xmex(Min(a],bl))(Min(az,bz))..e(Min(an,bn))

[

s1 & Axixz,..xmjx a]az...an

et b Axixz...xm-x b]bZ"’bn

Q sinon

Démonstration : immédiate. [

2.2.7. Proposition : Toute paire d'éléments a et b deoéf ayant au

moins un majorant commun, a un plus petit commun majorant Max(a,b) d&fini

par

Max(a,b) = a sib =2Q
b 51 a = R .
Axlxz.."xm-X(Max(al,bl))(Max(az,bZ))...(Max(an,bn))

sl a = AX,X,...X sX a,a

1X90 o Xyt X 848908,

et b = Axlxz...xm.x blbz"“bn

Démonstration : immédiate. [1

Comme annoncé, une structure &l8mentaire de demi-treillis est

apparue. Nous allons transformer la relatiom < de ¢#en critére de précision

sur A. Auparavant, nous montrons que la structure de treillis se préserve

sur les sous—ensembles d'approximations d'ume expression.
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2.3. Le treillis des approximations d'une expression

2.3.1. Définition : Si Mé A , 1l'ensemble des approximaiions de M

est le sous—ensemble ﬁ(M) = {w(N) ]M 3 Nl.

Donc, si E’(M) = {N[M X N} est 1l'ensemble des expressions dérivables
de M, on a J?(M) = (& (N)). Nous montrons que la relation sur A induite par

w(M) < w{lN) est un critdre de précision.

2.3.2, Proposition : Si M 3 N, alors w(M) < w(l).

Démonstration : par rdcurrence sur la taille de M, ||M]].

\Cas 1 : 8i Mn'est pas en f.n.t., alors w(M) = @ < w(N).

Cas 2 2 81 M= AX . X,,..X X MIMZ""Mn’ alors comme M 3 N, on a

— 172 m
N = ?\xlxz....xm-x NINZ"'"Nn et Mi 3 Ni pour tout i, Comme] [MiH < HMH, on a

w(Mi) £ w(Ni) par récurrence. D'od w(M) < w(N) par définition de w et < . [J

2.3.3, Proposition : Si M ¢ A, 1'ensemble Jf‘(M) des approximations

de M est un sous~treillis dee#. Plus précisément :
1) w(M) est 1'€lément minimal de M,

2) s1a, b sﬂ(M), alors Min{a,b) e-ﬂ(M) et est le plus grand

commun minorant de a et b,

3) =i a, b ect(M), alors Max(a,b) (M) et est le plus petit

commun majorant de a et b.

Démonstration :

1) 84 M k4 N, on a w(M) < w(N) par 2.3.2.
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2) Si MiNetuZ P, si b = w(N) et ¢ = w(P), alors nous voulons
montrer que Min(b,c) e . Si N ou P n'est pas en f.n.t., alors on a
b= ouc=%. Donc Min(b,¢) = §. Par ailleufs, 17expression M ne peut &tre
en f.n.t. car sinon les expressions N et P seraient en f.n.t. Si N et P sont
tous les deux en f.n.t., alors M3 Fnt(M)‘i N et Fnt(M)-i P par 1.10.5. Alors
gl on pose Fnt(M) = Axlxz..,x x M. M ..“M , N = kxlxz...x X Nlhz...N et

172 m
Axlxz...x X PIPZ"° , alors on a M. 1 Ni et M :3'P- pour . 1 <1 < .
De plus, ona b = xxlxz...x *x b b2°°'bn et ¢ = kxlxzco.x X CyCheusC . Par

récurrence sur []N||, on a Mln(bi, ci) edﬁﬁi) pour tout i. Domc, en appliquant
1a définition de Min et si Q est une expression dérivable de M. telle que
m(Qi) = M1n(bi, c. ), on a M3 Fnt (M) 3 Axlxz...xm-x Q Qz... Q et done
Min(b,c) = w(Q)eof'(M)- '

“3) Si M SNetw i—P, alors on montre que Max(w(N),w(P)}eéi(M) par
le méme argument en remarquant que w(N) et w(P) ont au moins un majorant

commun par le théoréme de Churth-Rosser et 2.3.2. [J

Remarquons que 1'ensemble (M) n'a pas forcément d'élément maximal.
11 suffit par exemple de considérer M = Y = Afe (Axs£(xx))(Ax-f(xx)) qui est
tel que ¢2(¥) = { @, AM-£(Q), AM£(£(Q),...}. 8iF () n'a pas d'&lément
maximal, alors M n'a pas de forme normale. Mais la réciproque est en général
fausse. En effet, si Mn'a pas de £f.n.t., on adt(M) = {Q} . De méme
Jg(x(AA)(Ix)) = {x00, x0x} 81 I = AX+«X et A = Ax+xx. En outre, si M a une
forme normale N, on a N eaﬂ(M). Si#(M) a un &lément maximal, nous dirons
encore que M a une information finie. Nous voulons donc aussi considérer les
expressions d'information infinie. Et nous allons utiliée; une mé&thode opé-

rationnelle intensionnelle telle gque nous l'avons décrite en 1.4,

Mais auparavant, nous domnnons quelques propriétés supplémentaires
des approximations. En effet, cette structure de treillis n'est pas 1'effet
du hasard. Elle provient directement de la structure de treillis formBe par

les réductions que nous avonsg vues en 1I.2,
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2.4, Approximations et réductions gauches

Cette partie nous a été indiqude par Berry [#]et précise ce que
nous avions en@3,24]. Nous considérons d'abord les approximations géndrali-

sées (voir Wadsworthf44]l ou Hyland[4% ).

2.4.1. Définition : L'ensembled?® (M) des approximations généralisdes

de M est le souSMensembleégtM) = {a]a <b, b ceRODYT defs N

L'ensembleé?’(M) est obtenu & partir de () par clbture vers le
bas. Nous utiliserons aussi le mot approximation pour les &léments deé?(M) et,
chaque foils que nous voudrons €tre plus précis, nous ajouterons généralisées
ou non. L'ensembled?iM) est aussi un sous-treillis de:%fén.appliquant trivia-

lement 2.3.3.

2.4.2. Définition : Un radical de gauche dans une expression M est

le radical de téte si M n'est pas en f.n.t. ou un radical de gauche d'un

172 m
que des radicaux de gauche est appelée rdéduction gauche.

Mi si 1 £1i <net M= Ax X ...X *X MIMZ"'Mﬁ' Une r&duction qui ne contracte

Remarquons que, si M est en f.n.t., un radical de gauche de M n'est
pas forcément le radical le plus 4 gauche de M. Mais la r&duction de t&te
ou la réduction normale sont des cas particuliers de r&ductions gauches. Une

ré&duction gauche n'est pas non plus forcément standard.
g P P

2.4.3, Notation : Si a edﬁ(M), nous considérons la fonction Fnta

définie par :

' Fnta(M) =M | si a € w(M)
Fnta(MD = Fnta(Fnt(M)) si a# Q et M) =g
Fae, 00 = diyx,.. ., x(Fat, G1))) (Fae, QF) ). (Fat, @5,))

1
$1 a= lxlxz...xm-x alaz..,an_gt M =_AX1X2"'meX MIM2ffan
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2.4.4, Proposition : Si M IN et siac w(¥), alors on a

1) M 4 Fnta(M) X N et i1 existe une réduction gauche oﬁa(M) entre

M et Fnta(M).
2) 8i 4 est la réduction M in considérée, on aéa(M) <.

Démopstration : analogue & 1.10.6. Par le théor&me de standardisa-

tion et par 1I.2.3.3, il existe une r&duction standard c?st de la forme
M > N telle que @ ma‘%t. Soit & = !’Z’stl la longueur de @ .. Raisonnonms

par récurrence sur <R,||M[[> .
Cas 1 : a < p(M). Alors Fnta(M) =M et aﬂa(M) =

Cas 2 : a # @ et w(M = Q. Alors N est en f.n.t. puisque a < w{N)
implique w(N) # Q. Par 1.10.5, on aoﬂst =.£3t ;&;t siqg}t est la ré&duction
de t8te de M. Comme w(M) = @, 1l'expression M n'est pas en f.n.t. et donc
I"ﬂtl >0. Done ,2;1: qui est standard a une longueur strictement inférieure & 4.
Donc par récurrence, il existe une réduction gauche qﬂa(Fnt (M)) de la forme
Fnt (M) el Fnta(Fnt(M)) = Fnta(M) et Fnta(}i) 3IN. or th est une réduction gauche.
Donc la réductionﬂa(M) =c$t ;,ﬂa(Fnt(M)) est une réduction gauche. De plus,
par récurrence, on a .;ﬁa(Fnt(M)) sob‘;t, Donc qﬁa(M) S"Dt ;qa;t =q2’)st "N B par
II1.2.2.8.

Cas 3 : a # Q et w(M # Q. Alors a = }lxl XpeeoX oX 213,008, et
M= Axlxz...x X M]Mz...M par définition de < et de w et par 1.10.3. De

plus N = Axlxz..,x *X NINZ'“N et M 3 -\ et a. < m(N ) pour tout i. _On'

obtient domc le résultat par recutrence sur. HM 1B

Toute ap'proximation (généralisée) de M peut étre donc dépassée de
,man:.ere mlnlmale pax une reductlon gauche De plus, on peut montrer que

'.les reductlons gauches forment un sous—treﬂhs du. sup trellhs des 1educ— e

""'_"tlons vues. en II 2 Et le trelllls des approxnnatlons et ].e tl‘EllllS des

reduct1cns gauches se coxtespondent donc par 2.4.4.
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2.4.5, Notation : Si M a une f.n.t., nous notons Dint (M)} la

. -~ * ~ . . \
longueur de la réduction de téte M ﬁgrm Fnt(M). De méme, si a est une APpPro—

ximation de M, nous notons Dfnta(M) la quantité suivante :

£ =
D ntQ M) 0
Dfnta (M) = Dfnt (M) + Dfnta1 {(Fnt (M) si a# 0
n .
Dfnta M = iE] Dfntai(Mi) gsi M = Axlxz...xm-x MIMZ...Mn
et a = lxlxz...xm-x alaz...an.,
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3) A-EXPRESSIONS D'INFORMATION INFINTE

3.1, Complétion dea//_;)ar idéaux

I1 s'agit d'ajouter des points infinis ¢t En effet, toute chafne
croissante de #n'a pas forcément de limite dansc#t Nous complétonsof”avec
des points infinis de telle manidre que toute chaine croissante ou ensemble
dirigé ait une limite dans 1°' eusemble df/complete‘ la technique que nous uti-
lisons est celle utilis@e par Bexry [}], Kahn Re], Vuillemin [43], ... .

Une grande partie de la terminologie vient aussi de Scott 3%.

3.1,1. D&finition : Un sous—ensemble S dirigé de N est un sous—en—

semble {:el que si x et y sont dans §, alors il existe un z de S tel que

x<zety=<z

3.1.2, Définition : Un Zdéal,ou 1déal dirigé, 1 de A est un sous—

ensemble dirigé de A'tel que, si x est dans I et y<x, alors y est dans I.

Les cnsembles dirigés sont domc pointus et les idéaux sont les en-
sembles dirigés particuliers qui sont clos vers le bas. En outre, nous

remarquons que J?(M) est un idéal.

3.1.3. Notation :J;= {'I|I cof; 1 idéal}

!

Nous cons:Lderons =} pzesentdrmunl de 1’ operatlon cd' :anluslon des

ensembles et nous allons voir que nous avons blen complete uVen pxeservant

sa structure.

3.1.4. Proposition :e#’a une structure d'inf-demi-treillis, ou plus .= |

exactement :
1) il existe un &élément minimum r

2) toute palre d'éléments I et 1I' de y{/posséderun' plus grand commun

minorant InI',
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Démonstration : immBdiate car, si I el alors e I. De plus, si 1

et I' sont des &l8ments decef> leur intersection I n I' est un id&al. En
effet, si a ¢ I nI'" et beI n I', il existe ¢ et ¢’ dans T et I' tel que
a<ec,bs<c,as<c'etb=c'. Onadonca < Min(c, ¢') et b g Min(c, ¢').

Or Min(c, ¢') € I n I' puisque I et I' sont clos vers le bas. []

3.1.5. Définition : L'{déal engendrd por un sous—ensemble S dirigé

dEof: noté §, est défini par S = {a]a £b, bes8} 818 ={a} , alors S est

un 2déal princeipal.

3.1.6. Proposition : Toute paire d'éléments I et 1’ dev?f ayant au

moing un majorant commun, a un plug petit commun majorant I U I' = E ol

E = {Max(a,a')la e I, a' ¢ I'}.

Démonstration : D'abord E et donc E sont dirigés puisque I et I'

le sont. De plus, on a E clos vers le bas par définition. Par ailleurs, on a
I cEetI'ckF trivialement. De plus, si un idéal J majore I et I' et si

on prend a quelconque dans E, il existe b et b' dans I et I' tels que

a £ Max(b,b'). Comme I ¢ J et 1" ¢ J, on a b et b' dans J. Comme J est dirigé,
il existe ¢ dans J tel que b £ ¢ et b' £ ¢. Donc Max(b,b') < c et comme J

est c¢los vers le bas, ona a ¢ J. [J

Les sous—ensembles dirigés deo# stant d3finis comme en 3.1.1.,

1'ensemble o a une propriété plus forte quecJ%.

3.1.7. Proposition :ef "est complet. Plus exactement, tout sous—en—

semble dirigé $ deo# admet une limite US danscf” .

Démonstration : Il faut montrer que uS est un idéal decd. Si a et

b sont dans U3, alors a ¢ II et b ¢ 12 ofi Il € 8 et 1, e 8. Comme S est dirigég,

on a un 13 dans S tel que I} c 13 et 12 < IB" Donc a e« 13 et b e 13. Comme

13 est dirigé, il existe ¢ dans 13, donc dans uS, tel que a < c et b < ¢,

D'autre part, on a US trivialewent clos vers le bas. [J
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3.1.8. Proposition : c#fest isomorphe 3 1'ensembie des idaux prin-

cipaux decs’

Démonstration : 51 a et b sont dansaff nous notons Ia et Ib les

idéaux principaux associés 3 a et b. On a trivialement a < b ssi Ia c Ib.

Donc Min(a,b) et Max(a,b) correspondent & Ia n Ibret Ia i Ib' O

Dans la rterminologie de Scott [3¥, l'ensemblec# a une base de points
isolés isomorphes ad/. Donccfest algébrique. Nous ne définissons pas ces

notions ici qui ne nous seront pas utiles par la suite. Betenons simplement

que nous avons complété.f.

3.2, Interprétation des A-expressions

3.2.1. Définition : Nous considérons la fonctiom J:prs

d'interprétation_définie par I =F (M) ouo(M) est 1'ensemble des appro~

ximations (généralisées) de M.

3.2.2, Notation : Nous &crivons

i

N ou simplement M = N pour 3(M) = J(N)

wh

M EH N ou M ngN ou simplement M

M 23 NouMz=

1t

N pour J(M) < I@).

Nous préférerons les formules M = N ou M [ N quand aucune amﬁiguité
n'est possible. Par ailleurs, ces deux relations sont trivialement une egqui~-
valence et un préordre. Intuitivement, on peut voir J(M) comme un arbre infini
obtenu par limite & partir des arbres de 2.2. Cet arbre est appelé par
Barendregt [3larbre de BShm, car c'est sur cette structure que s'appuie le

fameux théoreéme de Bohm [%].

Nous avons quelques corollaires immédiats.
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3.2.3. Corollaires

1) On a M [ N ssi Va (), Ib esf(¥) . a < b,
2) On a ML N ssi¥M' M3 M, 3N N3N et o) < wN'),
3) L'expression M n'a pas de f.n.t. ssi VN M [ N,

4) 8i M a une f.n.t. M' et si M [ N, alors N a une f.n.t. N’
telle que M' = N' (voir 1.10.2). '

3) 81 M a une forme normale P, on a M [ N ssi M = N ssi N a

la méme forme normale P.
AN

Par rapport au préordre [, les expressions qui n'ont pas de f.n.t
forment la classe minimale et les expressions qui ont une forme normale
forment des classes maximales (d' information finie) différentes dé&s que

les formes normales ne sont pas identiques (3 des g—conversions prés).

3.2.4, Notatjon : Nous posons = AA si A = Ax+%X.

Cette notation est cohérente avec 1'utilisation précédente de 0
dansc#. En effet, on a i présent ofc A mais ceci ne pose aucun probldme
puisque, si nous appelons Ma 1'expression de A correspondant i la
w-p~forme normale a, obtenue en substituant AA &  dans a, on a trivialement
p (Ma) = {b|b < a et b e#}. Nous ne ferons plus de différence entre a et
Ma. Et si X est un sous—enseumble dir%gé de l—expression c'est-d-dire si
. 3(X) est un sous—ensemble dirigé deei;, nous écrirons UX pour UJ(X) et nous

n'hé8siterons pas 3 &ctrire des formules de la forme M = HX, ou M [ ﬂx, cen o
Nous pouvons donc définir les w-rdgles sur 1'ensemble des A-~expres-
. . * - .
sions comme nous l'avons fait en 2.1. Nous noterons M g N une ré&duction

faite de w-conversions (conformément aux notations du chapitre I).

Nous avons donc trivialement.
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3.2.5. Corollaires

1) On a M= ssi Mn'a pas de f.n.t.,

2) [ M pour tout M,

3) M=z U {a|la eAQD} U {ala ed D}

Nous avons vu en 3.2.3 que [ est la relation op@rationnelle inten— .
sionnelle définie par le crité@re de précision w(M) < w(N). Nous démontrons
que cette relation [ est aussi une relation sémantique monotone au sens de

1.2,
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4) L EST UNE SEMANTIQUE MONOTONE DU A-CALCUL

; . * - :
I1 s'agit donc de montrer que - est compatible avec [ et que [

est compatible avec la structure des A-expressions.

4,1, Validité de la R-régle et des w-r&gles

4.1.1. Proposition : Si M 3N, alors M = N.

Démonstration : par 1.6 grBce 3 2,3.2. []

4,1,2, Proposition : Pour tout contexte C [ Jet pour toute

expression M, on a
1) w(CiQ] ) < w(CIMI)
2) clal [ ciml.

Démonstration : immédiate en nous souvenant que £ = AA,

1) Par récurrence sur ||C[Q]||. Si C [ Jest un contexte qui n'est
pas en f.n.t., c'est-3-dire C[y] = A%-(lx-P)Qﬁ, alors C[Q] n'est pas en
f.n.t. et donc w(ClQ] ) = & = w(C[MI). 8i Cly] est en_f.n.t.,'alors on a

deux cas.

Cas 1 : €[ 1= Ax,x,...x +[ ] MM ...M . Alors C[Q] n'est pas en
e 172 is} 172 n

.f.n.t et w(Clal ¥ = § < w(ClMI).

Cas 2 : C[ 1= AX XpeeaX *X MM,...C. r ]...Mﬁ. Alors, par récur—

Tence, on a w(Ci{Q] )Y £ w(Qﬂ[M]). D'oli on obtient w(C [R]) £ w(C[MI).
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2) Si C¢'[ ] est un contexte 4 plusieurs trous et en adoptant
une notation vectorielle, on a donc\m(C'iﬁj) < w(C'[ﬁ]). Comme on a
Q=03 =0 » si on consid&re P quelconque tel que C[Q]i P, il existe
une réduction isomorphe C[M] k4 Q telle que P = C'[8] et Q = C'[aj. Donc
on a w(C'[R]) < w(C'[Q]) et ClRI [ cr¥I. 0O

4,1,3. Lemme : Si M-% N, alors w(M) = w(N).

Démonstration : immédiate en nous souvenant que Q = AA .

“Supposons d'abord M‘J'N, Et raisonnons par récurrence sur IIM[[.

Si M= lxlxz...x *X MI Mz...Mﬁ, alors on a N = ix x2...x *X NINZ"'N ol

. seul un dés N différe du M correspondant et Mi_z Ni. Par récurrence
m(Mi) = m(Ni). Donc w{M) = w(N). Si M= Axlxz...xmo(lx-P) Q MIMZ"'Mn’

alors w(M) = Q et on a plusieurs cas.,

Cas 1 : S8i le w-radical est dans P, Q ou un des Mi’ alors N n'est

pas en f.n.t. et w(N) = Q = w().

Cas 2 : Si P = Q et Ax+P est le w-radical converti, alors

= A%-gqﬁ et ¥ n'est pas en f.n.t. Donc w(¥) = @ = w(M).

Cas 3 : Si P = xx, §Q = Ax*xx et le w-radical contracté est

: = . 1 .
{(Ax P)QM], alors N lxlxz..oxm QMZMS"‘Mﬁ et N n'est pas en f£f.n.t. Donc
w(N) = w(M.

f

A présent, si M‘$ N, on a w(M) = w(N) par transitivité. (]

" Nous ‘notons prb?iébifemént}%' et %t'léé'déukdfﬁbéé:de w-régles
. ' Y 2 |

' telles que nous les avons définies en 2.1. De plus, nous adoptons aussi
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. . . | . . .
provisoirement la notation % pour signaler que nous effectuons une réduction
vide ou une contraction d'un seul radical. Nous considérons quelques proprié-

tés de commutation entre la B-r&gle et les w-~rdgles.

4.1.4. Lemme :

1) Si M > N et si M > P, alors N % Qet?P 1 Q,
1 I

2) Si M~»> N et siM + P, alors N + et P -; qQ,
Byw
Wy ) 1
3) 8i M+ N et si M+ P, alors N i Q et P-L Q.
¥y Y2 ©a 9

Demonstratlon s 801ent R et § les Iadlcaux contractes entre M et N

et entre M et P Nous ra:sonnons sur les p051t10ns p0531b1es pour R et S.

Le cas ol R et 5 sont disjoints est trivial.

1) M+ N et M ai-P. On a donec R = (Ax-AjB et S = C. S1i R est
contenu dans S, alors on1 aR=0=AAouRdans C. 8i R = @, alors N =
et Q = P. 81 R est dans C, alors Nw? P = Q. Si R contient 5, alors 8§ est _
dans A ou B, Dans les deux cas, il existe un radical R' ré&sidu de R dans P
et si P-E' Q, alors N % Q.

|

DI M>NetHM $ P. On a donc R = (Ax+*A)B et § = Ax*? . Si R est
contenu dans S, alors R 2 = AV et N=Met P ={Q. 51 § est contenu dans
R, alors on a § =4XX;A ou 8 dans A ou S dans B, Si S = AxeA, alors R devient
R' = OB dans P et R devient Q dans N. On a donc P + N = Q. 851 S est dans A
ou B, alors R a un radical R’ résidu dans P et si PIR' Q, alors N‘%) Q.

-2

3) M Z N et M > P. On a donc R = QA et § = Ax-Q . Alors S ne _

peut Etre que céntenu dang A. Alors P > N=q.0O
: i
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4.1.5. Lemme :

1) si MINetsiM % P, alors N %— Q et p 3 Q
1 1

) siM3INetsiM3 P, alots N> Qet P > Q
W, W,y 20

Démonstration : par récurrence sur <%, m> ol % et m sont les

. * * . o .
longueurs des r&ductions M + N et M + P en appliquant trivialement le -

lemme de commutation pré&cédent. [

ii& I 6 Prop051t10n. S] M + N _a]ors M
RN ) :

Démonstration : On a déjd N [ M par 4.1.2 (2&me claiise). Mbﬁtrohs

que 1'on a aussi M [ W.

1) 8i M + N, considérons M' quelconque tel que M3 M' Alors par
le lemme precedent} il existe N' tel que M' + N' et NI N'. Ona

w{M') = w(N') par 4.1.3. Donc M [ N.

2) 8i M‘E N, considérons M' quelconque tel que M 3 M. Alors par
2 _ : o
le lemme précédent, il existe N' tel que M‘*§ N' et N B+ N'. On a donc
3 .
wM') = o@") [ N' par 4.1.3 et 4. 1 2. De plus, on vient de montrer que
N = N'. Donc w(M') [ N'. Comme on a M = ﬁ{w(M')[M1+ M'} (voir 3.2.5), on

aML[ N O

4.2.-£Iest compatible avec la structure de A:

= 4@2;1},Lemme:::P§uf ﬁout,éqﬁtgﬁfé'G_ELﬂé'bnfaﬂf, Ef;5;@_‘u;

:1)'si a <'b, alors CEaj_E_C[bl
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2} sia eé@(Mj, alors Clal [ C[M]

1]

3) {clalla ef(D} = Bi{clal |a 0D} [ CM]

Démonstration

1) 8i a £ b, alors a se distingue de b par substitution de quelques
sous—expressions de b par Q. Donc on a C[al [ C[b] par transitivité sur

4,1.2 (28me clause).

2} 81 a edf(M), alors il existe N tel que M iNetas= wil).

Done C[M}yi C[N] et C[M] = CIN] par 4.1. Or a est obtenu de N en substituant

clause). D'oii Cla] L chml.
3) Comme ¢f (M) et & (M) sont dirigés, les ensembles {C[a}]a ec?f'(M)}

et {C{a]la e A(M)} sont dirigés en se servant de la ?femiére clause. Leurs

limites existent donc, puisquecjfest complet. Leurs limites sont triviale—

ment &gales et cette limite est inférieure 3 C[M], puisque la deuxiéme clause

indique que C[M] est un majorant de ces ensembles. [l

La démarche est 3 présent claire. On veut montrer que M [ N
- implique C[M] [ C[N] pour tout contexte C [ J. Or le lemme précédent nous

permet d'aboutir Y
Hicralla e 203 [ WelbI|b e AT [ CIN]
Il_suffit donc de montrer que l'on a aussi - . -

cno [ Hecralla e a0}

autrement dit que C[M] = U£Cfa3|a edi(ﬂ)} en vertu du }e@me'précédent..Cette

Equation peut 8tre considérée comme une version syntaxique de la continuitg
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introduite par Scott [38. Intuitivement, on se demande donc si 1'information
contenue dans C[M] est entidrement donnde par les approximations (finies) de

M et donc si 1'opération "contexte” est continue.

L'in8galité précédente consiste donc & démontrer que, pour tout
b €& (CIM]), il existe un a g2 (M) tel que b [ Clal. Il existe deux maniéres
de le démontrer. La premidre due 3 Wadsworth [4€lest directe et utilise des
réductions gauches en utilisant la proposition 2.4.4. La deuxilme techmnique
due 3 Welch [H4¥montre plus et utilise les réductions fonctiomnant de 1'inté&-
rieur vers 1'extérieur. Nous avons proposé une démonstration simple du th&o-
-réme de Welch dans R3], Nous la reformulons en la connectant au théoréme des

: -dévélo?pements finis généralisés du chapitre I1.

4.2.2. Définition (Welch [4¥) : La réduction

R R R

= - K n =
c[M] =Py » P, »" Py ... > P =P

ne développe pas M ssi, pour tout i tel que | £ i < n, on n'a pas R, € R/ -1

oii R est un radical interne & M dans C[M] et gi la réduction
R1 R2 Ri .
PO -+ Pl -+ P2 R Pi' Nous notons C[] %’P une telle ré&duction.
Une telle réduction n'a donc pas le droit de contracter les résidus
des radicaux qui sont au départ dans la sous—expression qu'elle ne doit pas

développer. De la méme mani&re, nous introduisons la définition suivante.

4.2.3. Définition : $1i $fest un ensémble de radicaux de M, la

ré&duction

R, R, R
M=M, + M +“M, ... >*M =N

| nous Gerfrons MEN. |
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4.2.4. Notation : Si Fest un ensemble de radicaux de M, nous

notons M {ﬁﬂ] 1'expression obtenue en substituant les radicaux de gpar

1'expression Q.

Remarquons qu'il suffit de substituer les radicaux les plus extermes

de ¥. D'autxe part, si ¥ est 1'ensemble de tous les radicaux de M, alors on

aM [ﬁr\m% w(M) d'aprds la définition 2.1.

4.2.5. Lemme : Si «% est une réduction M:;{ N, alors
MRS N 0l ca ¥ = 5:/¢9 est l'ensemble des résidus de ¥ pard.

Démonstration : Par recuxrenc:e sur la longueur ]J[de@ Le cas
sHedonc aueas )= 1 penc M AN SR EFL

Si R est completement d15]01nt de 5’/ le lermue est tIlVlal si R est contenu

dans un radical § de ?/ Nous pouvons toujours supposex que S = (Ay+C)D est
un des radicaux les plus externes de %. Alors § a un r&sidu unique

= (Ay+C')D' dans N et le contractum R' de R est contenu dans §'. Comme §
devient § dans M [9\Q] , alors §' devient aussi @ dans M [F'\Q21. Donc
M[FGQ]l =M\l . $i R contient un radical § qui est un des plus externes
dans F, si R = ((Ax-A)B), alors S est dans A ou B, Alors R a un résidu unique
R' dans M [ﬁ(\Q} et R' = ((Ax-A [ﬁ“’\’?})B[fF'\Q]) ou?‘ et 3’ sont les sous-

ensembles de ?contenus dans A et B. Alors si M [‘:'T’\Q]-e- N' alors on a

aisdment N' = N [F'\Ql. [

4.2.6. Lemme : Si C[M] ¥ N, alors () [ Clw(®].

Démonstration : Soit &) la réduction considérée entre CIM] et N

et soient g—l'ensemble de tous les radicaux de M dans C{M] et A A B
Par le lemme precedent, on a C[MJ [ﬂr\ﬂl+ N[?" \523 Done C[M} [EF'\QJ

N{G \@1 |

w(N) [ C[w(M}] EI
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4,2,7. Proposition : Si C[M] 3 P, alors il existe N et Q tels que
el X el FQec? 3.

. . .. 4 . , o e g .
Démonstration : Soit o la réduction C[M} + P considérée. Nous utili-

sons le théoréme des développemeﬁts finis généralisés de I1I.4.4.6. Nous sa-

vons que toutes les ré&ductions relatives 3o se terminent sur une méme expres—

sion Q. Considérons une réduction compléte relative i qui commence par
contracter systématiquement des radicaux internes 3 M. Cette r&duction est
done de la forme C[MI 3 c[N] 3 Q. Nous affirmons que la deuxiéme partie de

cette réduction est de la forme C[N] %I?Q. En effet, si ce n'était pas le cas,

on auralt contracte entre C[N} et Q un xadlcal R resldu d un radlcal S lnterpe

AN dans C[N] Donc R et ‘S sont dans une méme famllle (en oubllant 1ncoxrecte--'

ment de préciser les r&ductions qui sont bien évidentes ici). Comme R est
dans une ‘méme famille qu'un des radicaux contractds par &, le radical S est
aussi dans cette famille. Il restait donc un radical contractable dans N
et on n'avait pas fini d'€puiser les radicaux de N de mBme famille que ceux
contractds parad. Donc C[N] %’Q. De plus, comme D est ﬁne réduction relative

| aZ’particuliére, on a P 3 Q par I1.4.4.6. [

4,2.8. Proposition : Pour tout contexte C [ Jet toute expression M,

on a
1) pour tout b EJE(CEM]), il existe a eé%(M) tel que .b E C[a}
2) oMl = B{clalla eZ (0}
_ Démonstration : Si b edt (CIMI), il existé P tel Qu.e C[Mj 3P et
b < w(P). Or, par 4.2.7., il existe N et Q tels que Mi N, C[_N].%?—'Q et P 3 Q.

Par 2.3.2., on a w{P) < w(Q) et, par 4.2.6, on a w(Q) L Clu(¥)1. Or, comme .
M I N, on a w() €gF (). Donc, ~comme C[M] = u{_b[b. e f(C[MB )} , on a -
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4.2.9, Proposition : 81 M [ N, alors CIM] [ C[N] pour tout contexte

¢l 1.

Démonstration : Faite dans la discussion qui suit 4.2.]1 en se servant

donc de 4.2.1 et 4.2.8. [

4.2.10. Théor@me : La relation [ définit une sé&mantique monotone du

A=calcul.

Démonstration : En réunissant 4.1.1 et 4.2.9. [

Avant de discuter plus en détail de la sémantique [ , nous signaloms

quelques proprié&tés supplémentaires.

4.3. Réductions de l'intérieur vers 1l'exté&rieur

Welch[4¥]a ramené la proposition 4.2.7 3 une formulation particu-

lidrement &légante qu'il démontre et que nous redémontrons de la m€me manidre
qu'en 4.2.7.

: R1 R2 R
4.3.1. Dé&finition : La réduction M = Mb - M]-+ M2 ve. o Mh =N

est une réduction de 1'intérieur vers l'extérieur, et nous &crirons

* . . . ; . .
M > N ssi pour tous i, ] tels que 1 < i < j £ n le radical Rj n'est pas un

résidu d'un radical R% de Miw] interne 3 Ri'

Les réductions de 1'inté&rieur vers l'extdrieur sont donc duales
des réductions standards de 1.4. Nous allons voir qu'il existe un théoréme

dual du thZoréme de standardisation sur la complétude de ces réductions.

 4.3.2. Théoréme

1) 8i M 3 N, alors il existe P tel que M %é P et N kel P,
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2) Pour touted, il existe.ﬁ%e de 1'intérieur vers l'ext&rieur tel

que D <D, .
le

. . ) . . * . e
Démonstration : 501té? la réduction M » N. Par le théoréme des

développements:finis généralisés de I1.4.4.6., toutes les réductions rela—

tives é;b se terminent sur une méme expression P. On peut toujours prendre
une ré&duction relative compléte ébie qui contracte toujours les yadicaux les
plus internes qui sont de méme famille que ceux contractés pax'dﬂ. Nousg
affirmons que cette réduction est de l'int@rieur vers 1l'extérieur. En effet,

si ce n'était pas le cas, cette réduction serait de la forme :

5 S S
M=P. > P -+ P, ... > P =P

et, pour\l <1i<3j<n, onaurait Sj résidu d'un radical S& interne 3 Si'
Or (& nouveau sans préciser les réductions qui apparaissent clairement), le
radical Sg est dans la méme famille que Sj qui lui est dans une des familles
‘des radicaux contractés paraz . Donc Si contenait un radical S% contractable
dans 1'espace des réductions relatives 22 . D'ol une contradiction. Done
2 . est de 1'intérieur vers 1'extérieur. Ord est une réduction relative
particuliére et donec N Zp par II.4.4.6. Ce th8ordme indique aussi que 1l'on

a F-a) sé%e en utilisant I1.2.2.7. 0

En fait, et ceci nous a &té suggéré par R. Hindley, on montre de
~ . , . & A . .
la méme manidre que si M > N et si M > P, alors il existe un Q tel que

* *
N fe G et?P A Q.

4.4, - Stabilité de'l'interprétation

Nous montrons que notre sémantique est stable dans le sens de
Berry [ & Jqui interpréte cette propriété comme un aspect séquentiel de
1'interprétation. Berry montre cette propriété dans le cas du langage LCF
de Milner [28(voir Berry [#]). Nous adaptons cette démonstration au cas

du A~calcul. Nous utilisons une notation vectorielle pour les contextes et
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cL} remplace donc C[MI’MQ""Mn] oi n = 0. Et nous &tendons cette notation

aMI ﬁ, 3 Mo ﬁ, ... dont les sens sont &vidents (voir 3.1.4 pour n). De

plus, s1i I Eg}:, nous poserons C[I] = ﬂ{C[aan e 1}, ce qui est cohérent par
4,2.8 et 4.2.1 avec le cas oii I est définissable, c'est~d-dire quand I =3 ()
pour un certain M de A. Si Il’ 12, ...In sont dans /", alors on &crira aussi

cril.
Le premier lemme est adapté de Plotkin [341.

flou

4.4,1., Lemme : Si, pour tout i tel que 1 <1 <n, on a Mi

Ni = Q, alors c[fl n CIN] = CrRl.

Démonstration : DB'abord, comme 2 L %eto £ ﬁ, on a C[ﬁj L C[ﬁ]
et Cfﬁ] L C{ﬁ] par le théoréme 4.2.10. Donc Cfﬁ} L C[ﬁ} n C[l—\ﬁs

Réciproquement, 8i a est une approximation (généralisée) de CIM] et de C[ﬁ],

: ‘ . . . = .
nous voulons montrer que a est aussi une approximation de C [Q]. Nous raison~-

nons par récurrence sur <Dfnta(C[ﬁ]),|fC{ﬁ]||> {voir 2.4.5).

Cas 1 + a = . Alors on a trivialement a ed@(C[ﬁ}).

Cas 2 : a # 0 . Alors a = A%-xé et C[ﬁ] et C[ﬁ] ont une f.n.t. Nous

. > .
allons voir que, comme Mi = Q ou Ni = Qpour tout i, alors C[Q] a aussi une

f.n.t. Nous avons plusieurs cas selon la forme de C[ 3.

Cas 2.1 : C[ J= Ax-x C [ J. Alors on raisonne aisément par récur—

rence sur [[C[ﬁ}]].

Cas 2.2 :+ ¢ [ 3= AZ-[ JCL 1 . Alors on a C[M] = Az-M, C[H] et
CIN] = Xg-Ni C[N] oit les &critures B[M1 et C[N] sont um peu incorrectes, mais
ont un sens intuitif &vident, Or on a M, =82 ou Ni = . Supposons par
exemple Mi = Q. Alors C[ﬁ] = AZ-0CLM] % Q en se servant de 4.2.10. Donc,
par 4.1.6, on a C[ﬁ] = ) et done C[ﬁ} n'a pas de f.n.t., ce qui est impos-

sible puisque a # Q est une approximation de cri3.
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re

Cas 2.3 : C[ 1 = AZ+(ay+Al 1) B{ T8[ 1. Alors C[H] et C[NI ne
sont pas en f.n.t et m(c[ﬁ}) = w(C[ﬁ]) = 0 . Donc '

i

C[if] + AZ-A[BI[y\BIG1ICIR] c'[M']

1

CIN] -~ AZ-ALSICy\BLTIICIT] = C'(N']

oli, pour tout Mé et NE, on a M; = Mj ou Ma = Mj[y\Xj ‘et Né = Nj ou

Ni = Nj[y\Y] avec X et Y donnés par les deux réductions précédentes. Or,
comme QLy\X] = & et QLy\Y] = Q puisque Q = AA et A = XXX, On 2 M& = Q

ou N; = @ pour tout j en utilisant 4.2.10. De plus, par 2.4.4, 1'approxi-
mation a approxime aussi C'[M'] et C'[N'] . En outre, on a '
Dfnta(C'[ﬁ']) < Dfnta(C[ﬁ}). Donc a eg@(C'[EJ) par récurrence. Et, comme
CL®T - C'[R1 , on a aussi a eg(CL[HI) par 4.1.1. [0 |

4.4.2, Définition : Deux idBaux I et I' deef somt gomgdéibles,

et nous Scrirons I + I', ssi il existe I" eef”tel que I L I" et 1" [ I".

Nous avons donc M + M' ssi (M) +&(M') et nous adoptons aussi la

. .o : > > . g
notation vectorielle T 4+ T" et M 4+ M' dont les sens sont immédiats,

4.4.3. Proposition :

1) Si 3, Bedret si 3 + B, alors Cfal n C{gj'z cla n b7
2y si T, T' efet si T + I', alors c[11 n €Ty = cff n T71
3) i % + N, alors C[¥] n CI¥] = cfft n 0.

Démonstration

. > 3 e > > =
1) Par récurrence sur |]a n b[[. Si anb =g, alors comme a + b,

onaa, =Qoub; =0 pour tout i. On applique donc 4.4.2. Sinon, on a -

immédiatement le résultat par récurrence.
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2) On se sert de la continuité de n danscf”.
3) On applique la clause précé&dente gr3ce d 4.2.8. []

4.4.,4, Proposition

1) Pour tout b ed%(C[ﬁ}), 11 existe un plus petit 2 dansdﬁ(ﬁ)
tel que b [ CEE].

2) Pour tout b eé?(c[ﬁ]), il existe un plus petit a danSégkﬁb
tel que b [ clal. .

Démonstration
N

1) Par plusieurs applications de 4.2.8., on sait qu'il existe
au moins un a dans¢(H) tel que b [ cral. Supposons qu'il existe un autre
- > >, . > = - >
¢ dans (M) tel que b [ C[cl. Par 2.3.3., on a Min(a, c)e (M) et a 4 C.
Donc la proposition précédente entraime b [ C[Min(g, 3)]" Comme A est bien

fondé (voir 2.2.5, il existe donc un 2 minimum dansJ%(ﬁ) vérifiant b [ C[g].
2) Méme démonstration. []

4.4.5. Définition : Une section supérieure de of° (voir Kahn [2a1)

est un sous—ensemble § de o’ tel que 8§ = {I]I' c I} pour un I'e f

4.4.6. Proposition

N Pour tout contexte C [ Jet pour tout I' de 7, l'ensemb1e+

{11’ L c[T1} est une union de sections supérieures disjointes de 7

Démonstration :

1) 81 I' est d'information finie, c'est—3-dire I' = b pour un' b
de ; alors tout point T tel que b [ c[T] admet une approximation 2 telle

que_g L T eth L cral par 4.2.8, Or, comme tout point de o/ 'n'est minord que
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>
. . - . . — . -+
par des points de ) et comme f’est bien fordé, il existe dans #°des points a

minimaux qui sont en fait des points degi’tels que b [ C[Z}. Soit Z un autre
point minimal compatible avec a. Alors, par 4.4.3., on a
b [ cfal n G[¢]

T e
a = Min(a, ¢} =

R > > . . ‘
C[Min{a, ¢)]. Comme a et ¢ sont minimum, on a

[e BN

2) 8i 1I' est d'information infinie, on fonctionne par countinuité

partir du cas précédent. []

il

Donc le A-calcul ne contient pas d’expressions dont le mécanisme
d'&valuation soit "paralléle". Par exemple, il n'existe pas d'expression M

telle que M T I' = I u I' pour tout I et I'de 47
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5) CONNEXION AVEC LES AUTRES SEMANTIQUES DU A-~CALCUL

5.1. Aspect minimal de la sé&mantique [

Nous reprenons ce que fait Welch 48], Intuitivement, pour définir [,
nous avons fait un nombre minimal d'hypoth&ses. Nous avons supposé
AA = Q [ M pour toute expression M, si 4 = Ax*xx, et que toute expression

est interprétée comme limite de ses approximations.

5.1.1. Définition : Une relation [' sémantique monotone (croissante)

est continue par rapport d ses approximations ssi

130 ['™ pour toute expression M de A

_ 2y M = u'ﬁ%(M) pour toute expression M de A, c'est-3-dire que M
est le plus petit commun majorant de 1'ensemble#(M) de ses approximations,
T

modulo 1'équivalence =' induite par ['.

5.1.2. Proposition : La sémantique [ est la plus petite sémantique

monotone continue par rapport i ses approximations.

Démonstration : D'abord, ona R L Met M = “ép(M) pour tout M.

Donc, la relation [ est une sémantique monotone continue par rapport 3 ses
approximations. Considérons & présent une autre telle relation ['. Nous voulons
montrer que M [ N implique M [" N pour tout M et N de A, Considérons d'abord
les expressions d’information finie. Si a et b sont dans ¢f’et a [ b, on a soit
a = et alors 2 L[' b, soit a # % et alors a [' b par réecurrence sur la taille
de a puisque M ['" N implique C[M] [' CIN] pour tout contexte C [ Jet tout M

et N de A, Supposons & présent que 1'on ait M [ N. Par définition, on a donc
UJ%TM} £ HJKN). Comme le prébrdre E.est contenu dans E‘ sur of’et comme les

ensembles JF (M) et #(N) ont des plus petits communs majorants, on a

u'J%(Mj [ U &), Donc M [' N puisque M =’ “'J@(M) et N = H'J?(N).ﬂ

..~ .0n retrouve donc un résultat similaire 3 celui de Coutrcelle-Nivat [{% -
obtenu pour les programmes récursifs. Il semble possible d'obtenir um résultat '

encore plus proche en introduisant les A-algébres (voir Barendregt [3 1). Par
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ailleurs, les modéles Pw et D de Scott [3%,38] définissent des relations
sémantiques continues par rapport i leurs approximations (voir Hyland [43]

et Wadsworth [44]).

5.2. Expressions gsolvables

Nous complétons la proposition 1.10.7.

5.2.1. Proposition : Une expression M est solvable ssi M a une

f.n.t ssi M £ Q.

Démonstration : Nous avons déjd vu en 3.2.3 que M = Q ssi M

n'a pas de f.n.t. D'autre part, en 1.10.7, nous avons que si M a une f.n.t,

alors M est solvable. Supposons i présent que M = Q. Alors, par 4.2.10, on
a C[M] [ CIN] pour toute expression M. Donc, si C{M] a une forme normale,
alors, par 3.2.3, l'expression CIN] a aussi une forme normale (identique).

Donc il n'existe pas de contexte strict C[ 1 (voir 1.9) tel que C[M] a une

forme normale.[]

Intuitivement, cette proposition est intéreésante car elle montre
que le calcul d'une expression non solvable plong€e dans un contexte ne
s'arréte que pour les contextes indépendants de leur argument. Une autre
manidre de le voir est de reprendre la dé&finition de Barendregt [4 Jet
nous allons voir qu'une expression non solvable est ind&finie en tant qu'objet,

mais aussi en tant que fonction.

5.2.2. Définition : Une expression M estngoselssi elle ne coantient

pas de variables libres. Donc VARLIB(M) = ¢ (voir chapitre I).

5.2.3. D&finition : Une expression M est inierconvertible avec une

. £ s ety X * $ 1 et Gra - .
autre. expression N et nous €crivons M :_BN_ssl M>NoulN+Mous'il existe. .

B
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5.2.4. Notation : Nous &crivons MN 3 la place de M N]Nz“‘Nﬁ oil

n=0 et NI’NZ""NH sont dans A.

5.2.5. Proposition : M est solvable ssi Ax-M est solvable. Et si

M est ume expression close, alors les quatre clauses suivantes sont &quiva-

lentes :
1) M est solvable.
2) 3N tel que MN a une forme normale.

3) IV tel que MY EB I = ax'x

\4) VPN tel que MN =a P

Démonstration : Comme M a une f.n.t. ssi Ax*M a une f.n.t., on a M

solvable ssi Ax«M est solvable par 5.2.1. Supposons & pré&sent M clos. Si M

n'est pas solvable, alors M = Qpar 5.2.1. et donc, pour tout ﬁ, on a

MY = off % $ . Par 4,1,6,, on a MY = 0 et done MV n'a pas de forme normale.

Si M est solvable, alors M a une £.n.t. Donc X% %o...x %, MM....M of
172 m "1 172 n

] £ 1 < mpuisque M est clos. Si Ni = (Aylyzon.yn-l) et I = Ax+x, on a

M NENZ"'Nn 3 1. bone 1 et 2 sont équivalents et 1 entraine 3., Or 3 implique
2 trivialement et 3 et 4 sont aussi claivement Equivalents, puisque IN iw

pour tout N.[] .

Cette proposition est dans Barendregt [3]. De manidre plus &tonnante,
cette proposition est aussi vraie dans le AI-calcul (voir Barendregt [2]

et Klop [{]) et alors M est solvable ssi M a une forme normale (voir 1.7).

Finalement, nous faisons quelques remarques sur la validité des
w-régles (voir 4.1.6). Pour toute sémantique [' monotone, si nous voulons un
glément minimal 2, alors on a QM =' Q pour tout M. En effet Q [' Ax+Q . Donc

OMI"(Ax-Q)M et comme (Ax<Q)M > Q on 2 (Ax*R) M =' Q. Mais il est beaucou
L p
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moins clair d'imposer Ax+Q ='Q. En effet, on aurait pu tré&s bien faire
toute notre construction en supposant le contrai_re et aurait obtenu une
relation sémantique monotone distinguant Ax.Qet Q(voir Lévy [34l).

5.3. Agpect extensionnel de [ :

D'abord, la relation = n'est pas extensionnelle au sens des
fonctions (voir 1.5) puisque xM = (Aye-xy)M pour toute expression M et pour-
tant X £ Ay-xy. On peut donc se demander s'il existe une sémantique opération—

nelle extensionnelle simple correspondant & la relation [.
Nous reprenons une définition de Milner (261,

5.3.1. Définition : Une relation [ sémantique monotone est adéquate

par rapport i une sémantique opérationnelle extensionnelle Eop ssi [ est

contenue dans Eop' On dit aussi que [ est complétement abstraite par rapport

arl ssi { et [ sont &quivalents.
=0 = =op _

5.3.2. Notation : Conformément au § 1, nous considérons les relations -

opérationnelles suivantes :

M <N si M n'est pas en f.n.t.
M N N si M et N sont en f.n.t et M = N {(voir 1.10.2)
M < N si M n'eat pas en forme normale
norm
M < M si M est en forme normale
norm _

M ;\i*N ssi VM' tel que M 3, AN tel que N TN et M N N' e
M s N ssi WM' tel que M 3 M', 3N' tel que N 3N et M' < '
noxrm _ ) “norm

M[ N ssi VC[ 1. ¢iM] g"CIN]
M [ N ssiVel 1. cIMIs® _ ¢IN]
“norm norm

5.3.3. Proposition : [ est adéquate par rapport i ,E et [
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Démonstration : Si M [ N, alors C[M] [ C[N] pour tout contexte

¢ [ Ipar 4.2.10. Donc par 3.2.3, on a C[M) é* CINT et C,[M]s:om CINT. [

Nous adaptons & présent un lemme de Milner [26] en utilisant une

notation vectorielle MP qui sera une abréviation de M P1P2"'Pn oinz=0.

-

5.3.4. Lemme : Soient M et N deux expressions closes. Alors :
1y M g N ssi MP ét NP pour tout i3
2y ML N ssi MP < NP pour tout ?

=norm al

OTrm

Démonstration

1) Si M & N, alors MP é* NP pour tout P on considérant le contexte
cr 1=tL 3?. Réciproquement, supposons MP é* NP pour tout P. Nous allons mon-
trer que 1l'on a C[ﬁ] é* C[ﬁ] pour tout contexte C [ J& n trous ol C[ﬁj et
C[ﬁ] représentent les expressions C[M,M,...M] et C[N,N,...NJ}. Si C[ﬁ] n'a pas

* C[ﬁ] trivialement. Supposons donc que C[ﬁ] a une

de f.n.t., alors C{ﬁ] X
f.n.t. Nous montrons que l'on a aussi C[ﬁ] é* C{ﬁ] par récurrence sur
<Dfnt(C[ﬁ}), n> oli DEnt est définie en 2.4.5 et n est le nombre de trous du

contexte C[ 1 . Comme en 4.4.1, le contexte C[ ] mne peut 8tre que de 1l'une
des trois formes suivantes. '

Cas 1 : CL ] = lz}(kx-A{ 1) BL 3‘6[ 37 . Alors on a

CL¥] » Ax-ALMIIx\BIMIICIM] = C' (M3

¢'[¥3

CINT » x-ArRICx\BIRTICIR]

car les expressions M et N sont closes et ne contiennent done pas d'occur-
rences de la variable substituBe. Or par définition, on a '
Dfnt(C'[ﬁ]) < Dfnt(C[ﬁ})“ Donc C'[ﬁ} é* C'Eﬁ] par récurrence. Et par consé-

quent C[ﬁ]-é* CINT.
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Cas 2 : Cf 1 = l%-x‘é[ 1 . Alors C[ﬁ] et C[ﬁ] sont deux f.n.t

semblables, c¢'est-a-dire C[H#] = c[NJ. Donc c[Hic™ CINT.

Cas 3 : €[ ] =% 100 1. Alors C{H] = AX-MC[M] et
C[ﬁ] = AgoNE[ﬁ}. Or, par hypothése, on a Mﬁ[ﬁ]é* Na[ﬁ]. Donc
AR MEI N é* A%-NC[N] en appliquant trivialement la définition de <*. Consi-
dérons le contexte d n—1 trous D[ ] = AX=IE[ 1. 0n a D[M] C[M] . Donc
Dfnt(D[ﬁ]) = Dfnt(C[ﬁ]) On a donc par récurrence D[M]< D[ﬁi Ax-Mﬁ[ﬁ]
D'od par transitivitsd C[M] é* C[ﬁ],

"5y I dsmonstration est analogue. La récurrence sé faif par ré-
currence sur <d(C[ﬁ]) I, ”C[ﬁ]” > ol d(C"q]) est la longueur de la réduc—
tion normale de C[M] menant & la forme nermale, ou n est 1e nombre de trous
| de C[ 1 et ol [h[M]” est la tallle de 1° expxe551on C[M] . Nous avons les ”H

" trois memes cas. - -
Cas 1 : identique au précédent.

Cas 2 :C[ 1 =2%xC J=1%xxCl3¢l2...c[ 1. 0r, comme
e ‘ g p . _

C[M} a une forme normale, chacun des Ci[M; a une forme normale puisque les

réductions issues de C[ﬁ] consistent & réduire indépendamment les C, {ﬁ}

Donc d(Ciﬁﬁ]) < d(C{ﬁ]) pour tout i. De méme le nombre n de trous de C. [ 7

est tel que hi < n. Mais ]|Ci[ﬁ]” <]lC[W;J. Donc par récurrence on a
Ci[ﬁ] SZorm Ciiﬁ] pour tout i tel que 1 £ 1 < p. (Remarquons que P z 0).
On a donc C[M] <~ C[ﬁ] en appliquant la définition de <* .

norm norm

Cas 3 : Identique au cas 3 précédent.[]

5.3.5. Proposition : La relation [ n'est pas complétément abs—

txalte par rapport a g ou —nbrm e e e

Démonstration

1) [ ne contient pas Prenons M= lx-xx et ﬂ' x-x(ky«xy), '
P

On n'a pas M E N. Pourtant M £ N. En eLfet comme M et N sont clos, par le
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lemme précédent, il suffit de vérifier MP é* N? pour tout B. D'abord M é* N
puisque M et N sont deux f.n.t. semblables. Supposons maintenant que le vecteur
P ne soit pas vide. On considére donc MPa et NPG. Or MP6-+ PPa et

NPa +VP(hy-Py)a} Nous raisonnons par cas sur la valeur de P.Si Pz ¢ , alors

MP& z Qﬂa = 0 par 4.2.10, 4.1.1 et 4.1.6. Donc MPa n'a pas de f.n.t et on

a MPG ﬁ* NPa. Si P # 9, alors P a une f.n.t. Nous distinguons le cas ol cette
f.n.t est une abstraction ou mon. Donc si P = xz.P', alors NPa = P(Ay(kz-P')y)a
par 4.2.10., Or on peut toujours sﬁpposer v non libre dans P par o-conversion. |
Donc NPa'E P(Ay-P'{z\y])G = PPa = MPa par 4.1.1. D'od MPa é* NP& par 5.3.3.

11 reste donc le cas ofl P = 2K, c'est-d-dire ot P a une f.n.t qui n'est pas
unéaabstraction._Alors MPa = ZK(ZZ)& et NPa = zK(Ay-zKY)a par 4.2,10. Donc

MP@ i* NPa pulsque MPa et NP& ont des f.n.t semblables aux deux f.n.t précé-

dentes.

2) [ ne contient pas [ . Prenons M = JE+xXx{} et
= “norm
N = xxsx(Ay+xy). Ces deux expressions sont closes et le raisonnement est ana—
logue au précé&dent. La seule différence est le cas od P = zk. Alors
MPG = zK(zK)Qa. Done MPa n'a pas de forme normale puisque sinon zK(ZK)QG
aurait une forme normale par 3.2.3, ce qui est impossible car @ n'a pas de

forme normale (Rappelons-nous que Q = AA et A = 2AXsxx). Donc

MPQ S NPQ.0O

Nous ne sommes donc pas d'accord avec Hyland [49]. Néanmoiﬁs,
Hyland [4%] montre en considérant les arbres infinis cerrvespondant aux
A-expressions que la relation = est &quivalente & 1'&galité dans le modéle
Pw de Scott [B%]. Mais 1'inégalité est différente puisque x ngly'xy. Peut—
© 8tre peut-on espérer que 1l'inégalité correspond 3 celle de Ty (voir Plotkin
[357]) ? On peut donc se demander s'il existe une relation opérationmelle
extensionnelle simple corréspondant & [. Il ne faut certainement pas ajouter
la n-régle de comversion (voir chapitre I) car alors les expressions M et N
considdrées en 5.3.5 colncident., Peut—8tre faut~il ajouter des §~régles
(voir Church [#1]) encore appelées régles de simplification par Raoult-Vuil-
lemin [%%]? Mais il faut faire attention & ne pas avoir une relation

correspondant au mod&le E_ avec atomes (voir Wadsworth[4%] p. 84, ex. 2.7.12).
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Comme Hyland [{%let Wadsworthf45] 1'ont montré, de telles relations
extensionnelles existent dé&s que 1l'on rajoute la n-régie. One construction
analogue & celle de [ est complétement abstraite par rapport & la relation
de Morris [Rflqui est analogue 3 Enorm mais en incluant la n-régle. De méme,
1'inégalité du modéle D _ de Scott (3% correspond & la relation extensionnelle

Efnt

définie par M Lfnt N ssi, pour tout C [ ], si C[M] a une f.n.t, alors
C{N] a une f.n.t. Cette propriété est particulidrement intéressante, car elle

montre que D est 1'extension maximale cohdrente de la relation obtenue en

identifiant tous les termes non solvables.
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CHAPITRE V

REDUCTIONS CORRECTES, SURES, COMPLETES ET OPTIMALES

Nous adaptons au A-calcul les résultats de Vuillemin 042,43 ob-
tenus pour les programmes récursifs en reprenant ce qui a &été fait et pré-

senté dans Berry-Lévy [8] et Lévy [¥¥] .

1Y Réductions correctes — R&ductions slires

1.1. Définitions

Nous avons défini au chapitre précé&dent la "valeur" d'une

A-expression. Nous pouvons définir de la m8me manidre la valeur caleulée

par une réduction.

1.1.1. Définition : La valeur Val(d) ecalculde par la véduction

3 finie ou infinie

‘f’] 62,2 ?’n M c-F’n%-r]
n

M=MD—->-M —- M ... —_— 4.

i 2

est d&finie pax

Vai(d) = n‘BO WM, )

La valeur calculée par une réduction est donc la limite des
approximations directes successives obtenues au cours de la réduction;-
Remarquons que cette op&ration limite est bien dé&finie dans;;;puisque,
pour tout i et j tels que 0 < i < j, on a w(Mi) < m(Mj) par IV.2,3.2.

“1.1.2. Proposition : Pour toute ré&duction & issue d'une expres—

e B i e e

sion M, on a Val(@d) [ M.
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Démonstration : triviale puisque M = U{a[a cFOD . O

1.1.3. Définition : Une réduction & issue de M est correcte ssi

val(d)

1.4, Notation : Si & est une réduction

F1 ¥z G ‘
M=MO+] M, —>2M2,., 2oy Fay )

° - LI )

nous notons.ﬂ[n] la réduction

L g RS
M = M+1Ml—>2M2..,—>nM

constituBe par les n premiéres &tapes de 4. De plus, si & est une réduction

finie, nous Bcrirons aussi w(P) pour Val(D).
| PR
Remarquons que Val(Z) = >0 w( n ])

1,1.5. Corollaire : Soit .J une réduction issue de M.

1) Si M est d"information finie, c'est-3~dire M = a ol a eof}

alors & est correcte ssi il existe n tel que a = w(d [n])'

2) Si M a une forme normale N, alors & est correcte ssi il existe

n tel queez[nj soit de la forme M > N.

3) 51 M a une forme normale N, alors la réduction normale issue de

M est coxrecte.

Démonstration : &vidente car a est isolé danse#’. En effet,

| a = n‘;li) m(a@[ }) est’ equlvalent da-= u.a(a?ij ]) poux'rrun n ,; 0 Or si M a une
forme normale N, alors M = N et N ed‘ﬁ Malntenant comme mous l'avons dé&ja
v, le théoréme de standardlsatlon garantit que, 51 M a une forme normale,

alors 1a zeductlon nozmale attelndxa cette forme normale. [I
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Remarquons que si, M n'a pas de forme normale, alors la ré&duction
normale n'est pas forcément correcte. En effet, il suffit de considérer
M= xQ(Ix) ol & = AA et A = ixexx. Alors la rédﬁction normale est de la forme
M>M-+M> ,.. et la valeur qu'elle calcule est donc x2. Or ¥ ¥ XOX.
Mais nous verrons qu'une de ses variantes, la réduction normale paralléle, est

toujours correcte.

1.2, Le treillis des ré&ductions infinies

Cette partie nous a été soufflée par Berry [8] . En effet, 1'intro-
duction des ré&ductions infinies permet de caractériser les réductions correc-
tes. En 1.1.1, nous avons déja parlé de réductions infinies. On peut adapter

1'ordre de TII.2 aux réductions infinies.
AN

1.2.1, Notation et définition : L'ensemble des réductions infinies

{ou &ventuellement finies) de M est noté .?E.W(M) . Si % et D' sont dansﬁ’&m(M),

nous posons :

<) ssiVn tel que n > 0, Jp tel que p = 0 et&'ﬁ[n3 SJQEPJ

FG' ssid<' <od

1.2.2. Proposition : L'ensemblefE?(M) munie de < est un treillis

complet,

Démonstration : En fait, nous avons complé&té 1l'ensemble des réduc~

tions finies SQ(M) de I1.2.4, On vérifie alors aisément que 1'ensemble .
3%“(M) a une structure de treillis., Toute paire de r&ductions a un plus grand
commun minorant A la différence de II.2.4. En outre, si X cm?(M) est un en-

- » . - . - - o
gemble dirigé, on vérifie aisément que sa limite est aussi dans R0, 0

1.3. Caractérisation des ré&ductions correctes

Nous alloms voir que seuls certains radicaux de gauche (voir IV.Z2.4)
sont importants pour qu'une ré&duction soit correcte. Nous généralisons la

proposition IV.2.4.4,

1.3.1, DEfinition : L'ensemble des radicaux de gauche critiques

d'une expression M, noté GC{M), est défini par :
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il

1) GC(M) = ¢ si M= Q

{R} si M# Q, si w(M) = ¢ et si R est le radical de

2) GC(M)
téte de M (voir IV.1.10).

3) 6C(M)

1
)

i GC(Mi) gi M= J\xlxz...xm-x M1M2...Mn

La réduction de gauche critique est la réduction qﬂGC(M) finie ou

infinie

| % %, Farr
M=M%’1M Sy L. SRy Tl
[s) 1 2 n

oll. $’ GC(M ) pour tout J. _?_> i.

\\

' Cette réduction est bien une r&duction gauche au sens de
VI.2.4.2, Remarquons en outre que l'ensemble GC(M) n'est pas récursif,
puisque la relation R e GC{M) n'est pas décidable puisque la relation

M = Q ne 1'est pas.

1.3.3. Proposition : Pour toute expression M, la réduction @ de

j?,co(M) est correcte ssioﬂGC(M) <.

Démonstration :

1) Supposons $GC(M) <4, On a donc Val(® GC(M)) L Val(d)

grice 4 IV.2.3.2. Or, pour tout a dans .ﬁ'(M), onaal[ Val(@ GC(M)) par.
récurrence sur ”a” En effet, le cas a = Q est trivial. Et, si

= Ax 1 Xge e ¥ "% 21850008, alors on a M # 2 et deux cas se présentent.’
51 w(M) = Q, alors ”gGC(M) commence par effectuer la reductlon de téte de
M qui se termine grice & IV.1.10.6. On se retrouve donc dans le cas ol
M= J\xixz...x X MIMZ...Mn, Et, par récurrence, on a a, [ Val(.d ,,(Mi)) |
pour tout i (gréce & IV.1,10.6). Donc a [ Val(dd GC(M)). rinalement, on a
M [ Val("gGC(M))' D'oli M [ Val(eD). Done M = Val(o?).par_-_l..l.Z etsd est

_correcte. -

_ 2) S”up osm:lsnﬁ correcte, c'est—-a~dire M Val(aﬂ) Pour n x>0
'c_iuel.c'onq"ue, considérons aDn ca (M)[ 1° Soit M 1’ express::.on tel que@
est de la forme M 3 Mn" Conslderons a = f(M ) 1 approxlmatlon de M

associée a Mn comme suit ¢
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(1) F(N) = siNzg@
(ii) £ = w(Fat(N)) si N # Q et si w(¥) = @ (voir IV.1.10)
(iii) £Q@Q) = Ax]xz...xmax(f(N]))(f(Nz))m..(f(En)) si

N = Ax,X,...X +x NN, .. N .

Nous affirmons, que 1'on a@n < @a(M) ol e‘?a(M) est définie en
IV.2.4.4. En effet, on ralsonne encore sur ]Ia“ . D'abord si M = Q, alors
QGC(M) = et@n =&, Donc aﬂn Soﬁa(M). SiM#Z Qet 51 w(M) = Q, alors
,?GC(M) commence par la ré&duction de téte de M. 5i Mn se trouve sur cette
réduction de tétecﬂt et M, alors a = f(Mn) = o{(Fnt(M)) et Qt =$a(M)..
Donc oﬁn < (Jn s D) =°$'t' 51 Mn ne se trouve pas sur la réduction de téte
de M, aloxrs on se raméne au cas ol M = Axlxz...xm-x ﬁle. . 'Mn grice 3
IV.2.4.4 et le résultat s'obtient par récurrence sur ”aEE . Finalement, omn
aaﬁn sJa(M). Comme of est correcte, on a a L Val(d ) puisque a < c#(M).
D'oﬁpﬁa(M) < fpar IV.2.4,.4. Donc, pour tout n, on acﬂnsjce qui impligque
oﬂGc(M)ﬁ &) par la définition 1.2.1.[] '

Nous adapfons une définition de Downey-Sethi [4&Jet 0'Donnell [243].

1.3.3. Notation et dé&finition : Siaﬂ est une réduction infinie

issue de M et si R est un radical de M, nous &crirons R/<$= $ ssi

dn = 0 tel que R/J [nl™ @. Nous dirons qu'une réduction B de.ﬁ?m(M) fatt

d’ispara'i‘tre les radicaux de gauche critiques ssi, pour tout n > 0, on a
*

D —g[n]’can et"a{n] de la forme M =+ Mn et GC(Z\‘EH)/'.,Z‘A'n = .

1.3.4, Notation : Sioﬂe,ﬁm(M) et eﬂ?{'M), nous notonSoD'/cE'
la réduction définie pour tout n = 0 par (J /aﬂ')[n3=$'rn},f£ ',

1.3.5. Lemme : Pour toutad e R (M) de la forﬁae M3 N, on a

Do /D =Dy (9.
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Dé&ronstration : Posons a@n = gGC[n] pour tout n = 0, Nous montrons

que oﬂn/oD est le début de la réductioncﬂGc(N)

par récurrence sur <{,n, ”M” >
si 2 est la longueur de d). On se ramdne donc par récurrence au cas ou la
réductiond) est de la forme MZJN, Si M=z, alors QGC(M) =% et donc
an =0, O0r M= N = par IV.4.1.1 et doncdl (W) =0. Si M # qet
w(M) = Q, alcxs la réduction °2n est de 1la forme M B> M] il Mn ol R est le

radical de t&te de M. On a donc deux cas selon que R eFou non. Si R eF s

t »
alors M]g N par II.1.8.5 et on applique la ré&currence. Si R ¢<f, alors R
a un résidu R' unique dans N qui est le radical de téte de N. Donc

1

w(¥) =0 et ¥ = M#Z Q. La réduction oﬂGC(N) est donc de la forme N § I\I] et
e 1 .
MIC'I NI par I1.1.8.5. On applique donc encore la récurrence. Maintenant, si

= Axl'xz....xpox M]Mz. ..M , alors on raisonne par ré&currence sur ”M“ - O

1.3.6. Proposition : Une réduction «Dest correcte ssiod fait dis-

paraTtre les radicaux de gauche critiques.

- - . - » ] )
Démonstration : Par 1.3.3., la raduction & de R (M) est correcte

ssiea?GC(M) <. Supposons d'abord.d correcte et posons & -@EHE,J) pour
*
; : ¥
tout n = 0. Scut,@[n] de plug de la forme M -+ Mn.. Cn a QGC(M)w[n} JGC(M )
par le lemme précé&dent. Donc JGC(MH) s,@n pour tout n = 0. On a donc
GC(M )/‘,23 = @ pour tout n = 0 et la réduction QD fait disparaltre les radicaux
de gauche critiques. Réciproquement, supposons GC(M )/.Z) = § pour tout m = 0.

Alors nous montrons, par récurrence sur p, quec,ﬂ13 —¢$ (M)[ ]vexlfle.z <P .

Le cas p = 0 est trivial. Si:D = ,gj ;J 'y, alors par récurrence on a
,,i)p . S« . Domc il existe n tel que@ _J[ 7° On a donc.,ﬁ Qﬁ[n] o
et J /aa[n} =D/ ! s:_qﬂ ’Z)[n]/‘a (vou figure). Par le lemme précédent,

les radlcaux contractes paroﬂ /‘,p sont des radicaux de gauche critiques de
M . Donc, comme o fait dlsparaltre les radicaux de gauche critiques, il

ex:.ste m tel que (.B'/J)' )/(J [m]} =@ . D'olid /.,ﬂ - = (. Finalement,
on aaﬁ <det doncof) (M) <. La réductiond est done correcte.l]
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* Mn & r‘iﬂ-:»l’i’} Ea-oﬁ
‘@En.‘J
Dp-4 & * &
M M
y * ¥ Mn ' n+m j;
t il ¥ I
Dn n; Dn
Y B'1dy, &
\ * ¥ * N . -
s
¥
JGC (M)

Figure :

Cette proposition correspond donc & celles de Downey — Sethi [16]
et de O'Donnell [31].

1.4, Réductions siires

Nous venons donc de voir qu'ume réduction est correcte ssi elle
fait disparaitre les radicaux de gauche critiques. Bien qu'il est impossible

de décider si un radical de gauche est critique, on: peut se demander si ces

radicaux sont "détectables" i l'avance en termes de résidus ou d'interprétation.
Nous reprenons la notation M E#\Q]de IV.4.2.4. De méme, une ré&duction
D de la forme

M = Mo‘.’f:l M .‘7;2 M, ___5F+n " ‘.Fn_i;l

n ar e

développe un ensemble Fde radicaux de M ssi il existe un n > 0 tel que

(_ﬂ-"/.ﬂ[nj) nF . #0 (voir 1V.4.2.3).

ssi M [F\Q]# M. Une réduction qui ne contracte que des ensembles critiques
de radicaux est une réduction critique.

1.4.2, Proposition : Un ensemble F de radicaux de M est critique
ssi la réduction de gauche critique de M développe F .

#DEfinition sugegérée par 4.Plotkin.
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Démonstration : S$i, pour tout n 2 0, 1la réduction B o e développe
pas F (voir 1V.4.2.3), alors on applique IV.4.2.5 et M[F\Ql k4 Mn[?k 0]
ol ﬁ'fn K /D 0 Donc
w(Mn) w(Mﬁ E?; \el) [ Mh [?;\Q] = M[¥\Q] en appliquant IV.4.1.1, Oxr,
comme on a Val($GC(}i)) = lillw(Mn)’ on aurait M [ M [F\qQl par 1.3.3. D'oil
M [F\QI= M, puisque on a toujours ML F\Q] [ M par IV.4.1.2. On obtient
donce une contradiction et il existe donc un a 2 0 tel que

(‘Jr/abn) n GC(Mn) # $.La réciproque se fait par 1.3.1 et IV.&.Z.S.B

1.4.3. Proposition : En général, les réductions critiques ne sont

pas correctes.
N

Démonstration : Soit M = I(Yf) od I = Axs+x et

Yf = (Ax-f(xx){Ax+f(xx)). Alors la réduction

M = MO - I(f(Yf)) -+ I(f(f(Yf)) + I(f(f(f(Yf)))) > e

est critique, mais n'est pas correcte.f]

La condition "radical critique' n'est donc pas assez f_orte. pour
assurer la disparition de tous les radicaux de gauche critiques. Nous re-
prenons le critd@re de sfiretd de Vuillemin [$%,4% d&ja &tudié par 1'auteur
dans R3], qui visera & détecter les radicaux qui deviennent "immédiatement”

des radicaux de gauche critiques.

1.4.4. Définition : Un ensemble K de radicaux de M est cmcv_l_a_l_

i

w{}). Une réduction qui ne contracte que des ensembles cru-

ssi MIF\Q]

ciaux de radicaux est une réduction sire.

1.4.5, Proposition*: Si 9 est un ensemble de radicaux de M,

alors Fest crucial ssi

1) Fest guelconque quand M = Q

. #Proposition suggirée par H.Barendregt.
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2) La réduction de t8te de M développe K'quand M £ Q et w(M) = Q
(vpir 1V.1.10.4).

3) F =

f cd

?’i et fﬁ'i crucial dans M, pour I < i £ n quand
| .

= Axlxz. . .xm-x M]M2' . 'Mn'

i

Démonstration : Si M = Q, alors M[¥\Q] = Q pour % quelconque
en se servant de IV.4.1.2. Si M est en f.n.t., alors M = }\x]xz...x =X WIIMZ...M

et les radicaux de M sont les radicaux des Mi' So0it F5un ensemble de radicaux

n .
de M, alors F = Y ﬂ:i oli 3‘i correspond & F dans chaque M.. Donec

MLF\Q] = ISP M M][j‘:ﬁl\sz:]mztaﬁz\m ew M ‘F'n\sz;]

9
De plus

W) = Axlxz...xm-'x(w(ml)>(w(mz>).... (w01 )

Et Ia définition de = implique trivialement.que 1'on a MF\Q] = w(M) ssi

M [T, \Q]E w(M.) pour tout i tel que 1 £ i £ n. Donc ¥ est crucial dans M
ssi c:hacun des ‘f: est exucial dans H . Il reste donc A considérer le cas

oli w(M) = 2 et M é . Nous montrons qu'alors F est crucial ssi la ré&duction
de t8te de M développe % en effectuant une récurrence sur sa longueur DEnt(M)
(voir IV.2.4.53). Soit R le radical de téte de M et M } M'. Nous allons utili-
ser le lemme IV.4.2.5 en considérant 1'ensemble %' des résidus de “F dans M'.
Le lemme nous dit que, si R ¢ ¥, alors MEF\R] 3 M'[ F'\p] et donc _ :
MF\Q] = M F\e] par IV.4.1.1. . 1

Cas 1 : S8i Dfnt (M) = 1, alors M' est en f.n. t. Nous affirmons que
Fest crucial ssi R e ¥. En effet, si R ¢ F, alors
0= [ MF\Q] [ MIR\Q] = £ par IV.4.1.2 et IV.4.1.6 puisque
MIR\Q] % Q . Donc Fest crucial. Réciproquement, si R ¢ %, alors _
MU \Q] # O puisque M' est en f.n.t. Donc M[F\QY} = M'[F'\0] £ @ = (M)

par la remarque précédente. Et K n'est pas crucial.
Cas 2 : Si Dfnt(M) > 1, alors M et M’ ne sont pas en f.n.t. Donc ;'

wM) = a(M') = Q. Si R ¢9%, alors, comme dans le cas précédent, 1'ensemble

Fest crucial. Si R ¢ ¥, alors F est crucial ssi F' est crucial puisque
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ML Q] = M'EAQ] par la remarque précédente. Donc, par récurrence, 1'en~
semble ' est crucial ssi la r@duction de tdte de M' développe F'. En

résumé, si R 9{3{, 1'ensemble F est crucial ssi la réduction de téte de M

développe F. [

Nous introduisons des notations un peu techniques pour montrer

que toute réduction sfire est correcte.

1.4.6. Notation : Sin =2 0 et h = 0, nous notons J[n,nﬂﬂ le

o a

" . . iéme . ‘
h &tapes qui suivent la n~ - exXpression obtenue pav ) . Formellement

on acd =Q 3P etd iy TP rhy-

1.4.7. Notation : Si R est un radical de gauche critique de M,

nous notons d(R,M) la quantité suivante :

1) d(r,M)

Dfnt(M) si w(M) =Q et MZ Q (voir IV.2.4.5).

I

2) d(R,M) d(R,Mi) si M= Ax.X e X X M1M2...Mn et R ¢ GC(Mi}.

72

1.4.8. Proposition : Toute réduction sure est correcte. Plus exac—

tement, shj[ 1 est de la forme M > M et & est une réduction siire, on a

Rl"a [n,m]
R ¢ GC(Mn),

=@ pour m = n + d(R,Mn), pour tout n = 0 et pour tout rad:t.cal

Démonstration : Raisonnons par récurrence ||M|} . Montrons que,

sife .?,w(M) est siire, alors tout radical R de gauche critique de M dispa~
raft aprés d(R,M) &tapes de . Si M = @, alors GC(M) = @ et ce cas est
trivial. Si M # Q2 et w{M) = @, alors GC(M) = {R} ol R est le radical de -
t8te de M. Or, comme o) est sfire, nous affirmons que M est en f.n.t..p'our -
= Dfpt(M). En effet, par 1.4.5, la premidre &tape de JH que nous suppo-
sons de la forme M ZM} est sfire ssi Dfnt(M) > Dfnt(M ). Donc Dfnt(M Y = 0.
On en déduit que R7af3{ 1= ¢, puisque qu'un radical de t&te reste un radical
de tBte par résidu. Si M = hx] PRRRE RS Mle... , on raisonne par r&cur-—

rence sur ||M|| . Finalement, par 1.3.6, la réduction J est correcte.[]
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Nous donnons quelques exemples de strat@gies slires. Par stratégie,
nous entendons une fonction (récursive) f définie sur les A-exXpressions
telle que f(M) est un ensemble de radicaux de M pour tout M (voir Barendregt,
Bergstra, Klop & Volken [8] pour plus de précisioms). On peut vérifier
facilement que les stratégies suivantes sont sires et donc correctes.

1) La réduction normale paralléle définie par @

(1) £f(M = {R} si M n'est pas en f.n.t et R est le radical de téte
de M.
n
(i1) fQ@) = i f(Mi) st M = Axlxz...xm-x MIMZ"'Mﬁ

i=1

2) La véduction totale telle que f(M) est 1'ensemble de tous les

radicaux de M pour tout M. Cette stratégie est encore appelée réduction de

Gross.

3) La réduction normale paralléle avec appel par valeur d gauche

définie par :

(1) f(M) = {R} si M n'est pas en f.n.t., 81 R = (Xx-A)B est le

radical de téte de M et si A est en f.n.t.

(ii) f(M) = £(A) si M n'est pas en f.n.t., si R = (Ax-A)B est

le radical de t&te de M et si A n'est pas en f.n.t.

n

(iii) £Q4D = iilf(Mi) si M = }\Xlxz...xm-x MIMZ‘"'Mn

4) La réduction normale paralldle avec appel par valeur strict

définie par :

(i) f(M) = £(A) si M n'est pas en f.n.t., si R = (Ax+*A}B est

le radical de t8te de M et si A n'est pas en f.n.t.

(i1) £(M) = f(Mi) 51 M = Axl PEERE W ‘R M Mz.. M , 81
= . : r
R —_(Ay}yz.u.yp ¥ A]AQ.unAq)MO, si 1 <1 > 1 et si M, n'est pas

en f£.n.t.
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(iii) £(M) = {R} si M n'est pas en f.n.t, si R est le vadical

de té8te de M et si aucune des deux conditions précédentes n'est réalisge.

(iv) £ =
i

T c g

1 f(Mi) sL. M = Axlxz...xm-x MIMZU.OMh

Montrons par exemple que la dernidre stratégie est siire; clest—
d-dire MLE(M\R] = w(M) pour tout M. Nous raisonnons par récurrence sur '
[]Ml]. Dans le cas i, on a w(M) = Q et w(A) = @ . Par récurrence, on a
A[E(A\QT = © . Donc M[£(M)\q] % Q et MLEMD\Q] = 0 par IV.4.1.6. Dans le
cas ii, on a M[£(M)\@] = w(4,) = Q. Donc MEQDART 3 M od

| I . - I Taf 1 .
M A% Kges X (Ayi+1yi+2.,.yp MiA1A2'°"An)Mi+1Mi+2"'Mn

.

N
avec M{ = Mi[f(Mi)\Q] Q . Donc M' = M" par 1IV.4.2.10 si

" . - ! ! ! + le -;-
M= Ay ke (A gy Yt A Ay A My e Wy

et M" % Q . Finalement, grdce 4 IV.4.1.1 et IV.4.1.6, on a

MIEODA\QR] = M' = M' 2 Q . Les cas iii et iv sont triviaux.

Naturellement, toute combinaison de ces stratégies est égalemént

slire et donc correcte.

Pour 1'&rudition, signalons que Barendregt, Bergstra, Klop et
Volken[ § Jont &tudié les stratégies perpétuelles, c'est-3-dire celles qui
ne sont pas correctes, ou plus exactement qui sont slires de manquer la '
forme normale s'il existe un moyen de ne pas y aboutir. Mais d'un point de

vue informatique, ces strat@gies n'ont pas grand sens.

2) REDUCTIONS :COMPLETES— REDUCTIONS OPTIMALES

Le probléme est simple. Il s'agit de trouver des r&ductions cor-
rectes qui vont le plus vite possible. D'abord, il faudra défimir la signi—

fication de la mesure de vitesse quand on considérera des expressions qui
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n'ont que des réductions correctes infinies. Mais placons-nous d'abord dans
le cas contraire et plus exactement dans le cas des expressions qui ont une
forme normale. Le probléme est d'obtenir la forme normale par la réduction la
plus courte possible, Il faut donc respecter deux contraintes :

1) &viter de contracter des radicaux inutiles, ¢'est-d-dire non critiques,

2) &viter de dupliquer les radicaux critigues, ol la relation de duplication

a &té définie en II.4.2.2.

Ce probléme a déja été &tudié pour d'autres systmes de réécriture.
Vuillemin [AL,4>] définit une stratdgie optimale, la "r@gle du retard”, et
montre qu'elle est optimale pour les programmes récursifs. Staples [4e]a traité
le cas de la logique combinatoire ofi la rigle de Vuillemin reste &tonnamment
optimale. indépendamment, Wadsworth [%#4Javait aussi défini une ré&gle du retard
pour le A-calcul vis-3-vis de la B~conversion, mals, comme le montre Wadsworth,
cette r@gle n'est pas optimale. Tous ces proc&dés relévent du méme esprit :
1) 3 chaque &tape, on contracte les radicaux de gauche,
2) les expressions obtenues # chaque 8tape sont représentées par une structure
de dommée (qui n'est pas un arbre mais un graphe sans cycles) oll on n'effectue

jamais de duplication de radicaux.

Nous retrouvons done les deux contraintes vues plus haut. Mais nous
allons voir dans la proposition suivante que le A-calcul a un comportement
différent de celui des programmes récursifs ou de la logique combinatoire dd
3 la présence de variables li€es. Mais auparavant, nous rappelons comment

Wadsworth [4%]réduit les A~expressions. Nous le faisons informellement sur deux

exemples,

Exemple 1 : M = (Ax-(ax) (bx))(Ay+(Az-yz)c). Au début, 1'expression
M est représentée sous forme d'arbre comme nous 1'avons décrit au chapitre I.
L'expression M a une forme normale N = a(lysye)(b(Ayeyec)). Wadsworth effectue
la réduction M - M1 »+ N ol les expressions M, M1 et N sont représentées

clairement de la manidre suivante :
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Ax

Az

Ay

AZ
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Exemple 2 : M =(Ax«(xa)(xb)) (Ay- (Azeyz)c). Alors M a une forme

normale N = (ac)(bec). Wadsworth effectue alors la réduction

M+M +M, ->M, >M + Nnon optimale définie de la manidre suivante :

4

1 2 3

4 .
reecrit en /{\

N\ LA

[
N
\<

N
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C Ay b

a

A
A

Dans cet exemple, le probléme se situe au niveau de Ml'

A
A
ZON
5

En effet, on ne peut 3 la fois contracter le radical le plus 2 gauche de
Ml et conserver un objet unique pour représenter le radical (Az-yz)ec.
Alors Wadsworth duplique carrément la sous—expression "ecritique”. Pour
résumer la méthode de Wadsworth, on peut dire que tout se passe bien tant
qu'on ne patrtage pas des abstractions, mais les problémes se produisent '
quand une abstraction partagde aryive en partie fonction du radical que

1'on veut contracter.

Jusqu'i présent, grice au théoréme des.développements finis de
II.1.8.5, nous n'avons pas fait de différence entre les ré&ductions qui ne
contractent gu'un seul radical 2 chaque &tape et les réductions qui contrac-
tent des ensembles de radicaux & chaque &tape. Doré&navant, nous appelons

réductions non paralléles les premidres et rdductioris paralléles les secondes,

si nous voulons les différencier.

"2.1.1. Définition : Une réduction & de la forme

ﬁpﬁ f?é. 3rn 3ﬁﬁ+l

M= M ¥ M > M, ... » M > .
2 n

ne fait pas de duplication ssi, pour tout i et j tels.que ! <1 < j et pour
tout Ri egﬁ_et_R] eﬂf distincts,il n'existe pas de paire (R' if) telle que
(R',4") < (Ri,:b ) et (R', ") < (R ,:b[] IJ) (vou II 4 2.2).
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2.1.2. Proposition : Certaines expressions, qui ont une forme

normale, n'ont pas de réduction correcte non paralléle qui ne fait pas de

duplication.

Démonstration : Posons Fn = xx*x I XX...X 0Ol Fn an+ 1 occur—

rences de la variable liée x et I = Ay-y..Posons A = AX*XX...X ol A 2
aussi n occurrences de x. Considérons 1'expression M = 'Fm(Xy-An(ya)). Aloxs
nous vérifions que toute ré&duction menant 3 la forme normale de M fait des
duplications. En effet, 1'expression M ne contient que deux radicaux le= M
et §_ = An(ya). Toute r&duction non parallZle issue de M commence donc

pas contracter R ou Sn' Le premier type de rdductions duplique Sn et toute

- . m * 11 . P
réduction M » M' - N non parall&le contracte m fois un résidu de Sn. Et,

si on considdre une féduction non parallé&le M En M] 3 N et sion pose

G_ﬂ = ?\y-An(ya) et Gr'1 = Ay (ya)(ya)...(ya), alors cette réduction &} est for—
cément de la forme M » Mo M2‘+ MS 3 N décrite par la figure ci-dessous.
Mais, si on considére la réduction @' de la forme M -+ N} - Nz_décrite aussi
ci~dessous, on a (Ia,d') < (R,JEBJ) pour tout radical R = Ia de MB' Donc
‘la réduction:ﬂ, qui contracte n fois un r8sidu du radical Ia de N2’ fait

aussi des duplications.[]
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Figure :
M=F G
m n
\._‘\
\\\\\\
‘\.&_
N, =6 IG 6 ...G
_— 1
M, =F_ €& ~~.
. \_\_‘
-I““
s \"'"-&
N, =% (T1a) € G ... G
.—/—"
M, =G IG G ...G] . e
-4'/-
////
/
.—-’/
e

...agG ¢ ... G
n n n

L'"exemple précédent montre donc que, si on veut &viter les duplications,

on doit irrémédiablement considérer les réductions paralldles. (Ceci n'est
pas le cas pour les programmes récursifs ou la logique combinatoire).

Mais alors on se heurte & un probléme de cofit. 11 n'est en effet pas raison-
nable que le cofit d'une r&duction paralldle soit sa longueur, c'est-i-dire

son nombre d'étapes &lémentaires. En effet, deux radicaux contractés simul-

- tandment peuvent n'avoir aucun rapport et un colit unitaire pour une telle

opération est abusif. Compter un pour la contraction simultanée de plusieurs
radicaux demande donc une justification. La meilleure justification est de
produire une impl&mentation ou une structure de donne oli les radicaux
‘contractés simultanément sont représentés par un objet unique. Si on veut
que cette structure ~n'effectue pas de duplications, elle doit donc &tre _
différente de celle de Wadsworth [44]. Malheureusement, mnous ne saurons pas
exhiber cette structure. Une autre alternative consiste 3 utiliser la o
relation de duplication telle que nous l'avons définie en 11.4.2.2. et &

compter un pour la contraction simultanse de plusieurs radicaux qui sont des
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radicaux dupliqués d'un méme radical. Nous allons considérer ces ré&ductions

dans le paragraphe suilvant.

Enfin, si on tient i considdrer les réductions non parall@les qui font &ven-
tuellement des duplications, l'exemple préc&dent montre qu'il est bien diffi-
cile de définir une stratégie optimale car, dans cet exemple, la plus courte
réduction qui méne 3 la forme normale dépend de la valeur de m par rapport 3

nt .

2.2. Réductions complétes

Nous introduisons un ensemble particulier de r&ductions qul ne font pas de
duplications, les réductions complétes, qu'il ne faudra pas confondre avec

-

N . " . :
les réductions complétes relatives & une réduction de IT.4.4.

2.2.1. Notation : Nous g@&néralisons la notation de II.4.2.1 et,

sief est de la forme M > N et si ¥ est un ensemble de radicaux de N, alors

nous &crirons (F,3).

2.2.2. D&finition : (F,P) est complet par famille ou encore est

frcomplet ssi F= (R'[(R",&) ~ (R,d)} quand R ¢ F .

2.2.3. D&finition : (F,d ) est complet par duplication ou encore

est d-complet ssi K est maximal tel qu'il existe (R',2') et J " otels que

DB D" et F=R"/ID".

2.2.4. D&fipnition : (F,d) est complet pour les Btiquettes ou en-

. - A P "o . _ -
core est e-complet ssi Te {Reldegre (R)) = degré (R)} quand R, e ffe et
ﬂfe est 1'ensemble isomorphe & & dans 1'expression étiquetée V telle que

U 5 V est isomorphe 30 et INIT(U) est vrai.

Ces définitions s'appuient sur ce que nous avons vu en 11.4,2.2, I1.1.8.2 et

IT.1.8.5.

FR,
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2.2.5. Définition : Une rdduction & éventuellement infinie et

paralléle

T’] -‘j‘.‘Z ﬂ’n ?’n-k 1

M=M -»>" M, » M ... M T e
[} i 2 a]

est f-compléte (respectivement d-compléte ou e—compléte} ssi, pour tout

n =1, 1'ensemble (Tn,e?) _1]) est f-complet (respectivement d—complet

[n-

ou e-complet).

2.2,6. Proposition : Toute réduction f-compléte, d-compléte ou

" e-compléte ne fait pas de duplication.

\Démonstration : Supposons que la réduction J

LI G

F ¥ F, T
M= o Py L.ty
0 1 2 n
fait des duplications, c'est-3-dire qu'il existe i et j tels que 1 <1 < j
. . . . n B < R.,D ., .
et R1 € ?1 et RJ € ﬂ':] et (R',d') tels que (R',3') (Rl, Ll---IJ) et
(R",') < (Rj"’a[j-—-lj)" Alors, par II.4.2.3, on add' gaﬂ{i-—l]' Par ailleurs,
on a triviallement‘aﬁ[. 17 < J[j 17 Donc, par I1.4.2.6., il existe R% tel que
1 1 ’
, 8" <= (R .,nﬁ[l_.”) < (Ri,cfj [5- l}) D'od par IT.,4.2.3, on a
¢ R! /@Ll 1,5-1] et donc R' é‘ﬁ Et (3’.,3 IJ) n'est pas d-complet.
2
Donc‘aﬂ n'est pas d-complé&te. De méme, la Ieductlone@n est pas f~compléte,

.Ill e-compléte par 17.1.8.2, {]

Nous montrons que les trois types de réductions corﬁplétes de 2.2.5 sont les

mémes. Ceci nous amne & donner d'abord quélques notations et dé&finitions.

2.2.7. Notation : La classe d'é qulvalence de (R, ) vis 3 vis

de la relation ~ est notée [(R,aa Y]. 81 o est une réduction éventuellement
infinie et parall@le telle que, pour tout i 2 }, on ag{i--—l i3 de 1a forme

i ’ '
Mi—l > M, alors noug posons

FAMGD) = {LR,D ;P |R; eF, et iz1}
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Nous utilisons maintenant les notations et définitions du théoréme des dévelop~

pements finis généralisés de II.4.4 et de représentant camonique de IIT.6.
' 2.2.8. Lemme : Si (R,c:@)0 = (Ro,oﬂo), alors FAM( &30) g FAM(D).

Déwongtration : La définition III.6.2 dérive sur la définition

TII.2.1.5 grice 8 II1.1.4.3 et I1.2.5.4. Considérons la réduction standard
‘ﬁst
standardisation de II.1.4 (dont le seul cas critique est illustré par la figure
de 1II.2.3.3), on a aisément FAM(JSt) c FAM(D). Or, grice au théordme III.6.4,
la définition II1T.2.1.5 indique aussi clairement que FAM(JO) c FAM(Qt),

Finalement FAM(QO) c FAMGD). O

telle que ‘351: ned, Alors, en reprenant la démonstration du théoréme de

2.2.9 Lemme : $i 2 est une réduction compléte relative 3 elle-méme,

on a (R,e?))o < (R, pour toute paire (R, D).

Démonstration : Posons (Ro,cbo) = (R,@)o. Par le lemme précédent,

on a FAM(ﬂo) < FAM(D). Done eﬁo est une réduction relative Zdd(voir II.4.4).

Par le théordme des développements finis généralisés de II1.4.4 et par II1.2.2.7,

on ajo < J puisque D est compléte relative i, Par le théordme I1I.6.3, on

a (R,D) < RD). O

2.2.10, Proposition : Toute réduction f-compl&te est compléte rela-

tive par rapport & elle-méme.

Démonstration : Soit «J f-compldte. Nous raisonnons par r@currence

sur la longueur n ded. 8id =0, alors la proposition est triviale. Si

n » 0, supposons que Jest de la forme :

F5 Fa
M=M- :>M M, ... M =X
o 1 2 n

Alors nous affirmons qu'il n'existe pas (R#) tel que (RD) ~ (Ri’$[1’-~1])
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avec Ri- € 3’; pour un i tel que 1 < i < n. En effet, supposons le contraire.
On aurait (R,.?)) = (Ri"D[i—-]])o par la définition II1.6.2. Or, par récurrence,
la reductlonaﬁ i=17 est compléte relative 3 elle-méme et (R, .b) < (R"m[i----ll)
par le lemme precedent Si on pose (R ), ) (R,I') , Ol 2 donc@ <-@[1 1
par II.4.2.3. De plus, on a tr1v1alement3 io17 § .D Done

.250 sd 111 < g et, par I11.6.3 et par II.4.2.6.., il existe R' tel que

__ (R,.a) < (R',D lj) < (R,D). Donc R ¢ R'LDi. | a7 PaF I1.4.2.3. En outre,
on a (R ,D ]) v~ (R, .Z)) ~ (R ,p'bi 1]) et R' ¢ S"'i puisque. (3"'}.&,..3{1__1])

est f- complet. Le radical R‘ ne peut donc pas avoir de yésidu dans N et on
aboutit i une contradiction. La réduction of est telle qu'il n'existe pas (RAD)

tel que [(R,d )] ¢ FAM(D) et la rdduction D est compléte relative 34 elle-méme. [J]

2.2.11. Corollaire : Si & est f-compl&te, alors on a (R,:b)o < (R, $)

pour tout ®D).

2.2.12. Proposition : Une réduction &ventuellement infinie est

f-compldte ssi elle est d-compl@te ssi elle est e—compléte.

Démonstration : D'abord, une réduction est f-compl&te ssi elle est

e—compléte par III.6.4. Montrons que les rdductions f-compldtes et d-complites
coincident, Cela repose sur 2.2.11 et TI1.6.3. En effet, pour tout ) et ¥ tel
que (F,) soit d-complet, on peut comp]..éter.?: en un *' tel que (F',D) est
f—compiet, puisque la définition de d-complet implique trivialement (R,B) ~ (S,3) o
pour tout R et § de ¥. Grice 3 III.6.2., on peut parler sans ambiguité de

(7, 3) comme représentant (R,aa) pour R quelconque dans ?F si & est f-compléte
ou d- complete. Nous affirmons que, lorsquej <® un ensemble (5;1)) est
f-complet ssi (F,D ) est d-complet, en posant (R ) } = (3’3) . En effet, si
(T‘-ﬁ) est f-complet, on a (R .9) < (R pour tout R de '-'T’par 111.6.3,
‘puisque 3 <. Considérons n J.mporte quel ensemble F* contenant F tel que

(‘f , ) soit d—complet. On a aussi¥F ' ¢ F puisqu'on peut completerﬂ’" en un .
ensemble f--complet, Donc G =F et (F,oD ) est d—complet. Réciproquement, sup-—
posons (K,d) d-complet. On peut le compléter en (F',P ) f-complet. Mais nous
venons de voir qu'alors (ff' »P ) est d~complet. Donc, comme & est maximal, on
ajr=¢j"" et (?,-5) est f-complet. Finalement, grfce & 2.2.11, une réduction @

est f~compléte ssi D est d-compl&te (par récurrence sur n en considérant‘%n.l). 0
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Nous ne parlons donc plus que de r&ductions complétes.

2.3. Le sous—treillis des r&ductions complétes

2.3.1. Notation : Nous écrivons (F,D) < (F',9') ssi on a .

F' = {R'"|(RD) = (R",P") et R ¢F}. De méme, nous posons (R,3) < (F',3")
pour ({R},d) < (¥'.,3").

2.3.2. Lemme : Si (R,.D)O < (R,?) pour un R ¢FE, si (F,3) est
f-complet et si (TP = (F',2"), alors (F',9') est f-complet.

Pémonstration : Par II1I.6.3, on a (R,.ﬁ)o < (F,3). Donc
(R,Jb)c < \(ff' »9"). Par conséquent, on a (R",3") ~ (8',d") pour tout R' et |
s' de F'. Soit K" f-complet contenant K. on a (RD) ~ (R",9") pour tout R
de < et R" de¥", puisque (F,3) < (F,8'). Donc (R,;D)o = (R",..D')0 < (F'.AY)
par III.6.3. puisque oﬂo <& <& "' si on pose (R,ﬁ)o = (Ro,ﬂo). Par I1.4.2.6,
on a donc (R,3) < (F,9) = (F,9"). Do F" =F". [

2.3.3. Proposition : Les réductions complétes de R (M) forment un

sous—demi-sup treillis du demi-sup treillis de II.2.4. Et toute paire de

réductions compldtes admet le m@me plus petit commun majorant que celui de

I1.2.4.

Démonstration : Siod, etd, sont deux réductions complétes issues
1 2
de M, i1 suffit de montrer queeﬂl;(aﬂz/ﬂl) et .32;(31,@2) sont ausgsi deux

réductions complétes. Ceci est évident grice 3 2.2.11 et au lemme précédent. [}

2.3.4. Proposition : Les réductions complites de .‘R.m(M) forment un

sous~treillis du treillis de 1.2.2.

Démonstration : Evidente d'aprés la proposition précédente. []
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2.4, Coiit d'une ré&duction

Conformément & la discussion de 2.1, nous dé&finissons le coilit d'une r&duction

parallgle.

2.4.1, Notation : Pour toute paire .(?;ab), nousS posons
FAM((FD)) = {[(R,D)] |R cF1 oit [(R,D)] est la classe d'équivalence de (R,

vis=3-vis de la relation ~ (voir 2.2.7).

Z.4.2, Définition : Le cofit-d'une ré&duction (parallé&le et finie)«f’,

noté colit (), est défini récursivement par :
1} cofit (&) = 0

2) colit (s MS‘—:N) = colit () + card (FAM((F,P))) ol la quantité card(X)
représenté le nombre d'éléments de l'ensemble fini X.

Donc la contraction simultande de radicaux de méme famille a un cofit unitaire
et, formellement, si (¥,?) est f-complet, on a cofit (J; Mf-,; N) = colit@) + 1.
Donc, si«) est une réduction compléte de longueur n, on a coit@d) = n. De

méme, si ) est une r8duction non paralléle de longueur n, on a cofit &) = n.

Remarquons en outre que cette définition induit un cofit infini pour toute
réduction i.nfinie. Cela semble gé@nant pour pouvoir comi;ar'er leur colit. Une -
solution serait d'introduire le préordre e?)éc.ﬁ' ssi FAM(J) < FAM(D'). (voir
2.2.7 et Berry-Lévy [ 81). Si.2 etD' sont des réductions compldtes finies,
cet ordre correspondrait d celui que nous avons intrvoduit, grice a 2.2.10,
Nous ne consid&rerons pas ce préordre ici, car alors la réduction de gauche
critique serait optimale ! Nous verrons plus tard comment txaiter le cas des

réductions infinies.

2.5. R&duction compléte associde & une ré&duction

2.5.1. Définition : La réduction la plus 3 droite relative 2 un.

ensemble ‘ere radicaux de M est la réduction .9

R1 R2 R
M=M -+ M > M ...-+nM =N
o 1 2 n
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telle que, pour tout i et 3 tels que 1 < i < j <mn, ona
T 1 1 ' - ' =
Ri € Ri/"g[iwlj’ Rj € le/aZ) [5-17 et Ri ¢ F et Rj e K avec Rj plus & gauche

1
que Ri .

. ' . , F . . -
Si D est une réduction M > N, nous noterons ML(J), la réduction la plus 2

droite relative 3 F.

Grice 3 II.1.8.5, nous savons que la réduction précédente qui est une ré&duc-
tion relative particulidre 3 un ensemble de radicaux se termine et est donc
finie. De plus, si F contient n &léments, on peut vBrifier ais@ment que la
réduction précédente est de longueur n. Finalement, nous avons adoptg la no-
tation ML({D), car c'est cette r&duction qui est utilis@e (de maniére axioma-—
tique) dans la démonstration classique du théordme de Church-Rosser due &

Tait et Martin-1Lof (voir Barendregt [4]).

2.5.2. Notation : Nous généralisons la définition précédente au

cas ofl J est une réduction paralldle quelconque et nous posons

ML ;D) = ML) 5 MLD,).

2.5.3. Lemme : On a &~ ML(D) et FAM(D) = FAMQMLGD)).

Démonstration : évidente.[]

2.5.4. Définition : La rédduction compldte associée & une véduction

finie non parall&le est la réduction compléte ¥(o2) définie par
oy =0 | _
e uln -2@; pT o or T = (5] R (5,200}

De plus, si o2 est une réduction paralldle, nous posons @) = L)),

2.5.5. Lemme : Si 2 est une réduction complite

Fi. P Fa
M=M - M -~ M, ... M =N
o 1 2 n

alors, pour tout i et j tels que 1 < i < j et pour tout R; eﬂ:]:. et Rj € ?3‘3.,

on n'a pas (Ri,.D [i*-l]) oy (Rj’ﬂfj—-lj)' Donc cofit(d) = card (EAM(&}) qﬁ

card (FAM()) est le nombre d'é@léments de FAMED).




Démonstration : Supposons 1 < i < j, R, e?{, Rj € fﬁ; et
i ‘ .
(R, D =17 "~ Ryl Par 2.2.115, on a |
(R -DUI]O=(R$)<(R$ J) Dememe,ona
(Rj:dD [j_l:l)o = (RO $0) = (Rj::n[i_]])u Donc $O = [i_]:l S'é[j---lz.‘"
. . s ' t | -
Et 1l existerait RJ tel que (R ,$0) < (R"éi‘-l,) < (Rj"'%j—-lj)
- . o~ y i

grice & TI.4.2.6. Donc R] € R /J [i-1,5-1] par I1.4.2.3. D'ol Rj ¢ ?; Or

ceci est impossible, car on a aussi (R ;b{i—l]) W (R%,,ﬁ_i_l--). ]

2.5.6. Proposition : On a of < 2(8) et cofit (T (D)) £ colt(P).

Démonstration : La réduction &(f) est trivialement compléte.
Donc, par le lemme précédent, on a colt( &@@)) = card (FAM(E(D))). Or on
a aisément ML) 2 (D) et FAM(P()) < FAM(ML{D)) par récurrence sur la
longueur de MLED). Or, par 2.5.3, on a D ~ ML(E@) et FAM(D) = FAM(ML(L{))).
D'olid = @) et FAM(PWD)) < FAM(®). Donc colt( & D)) < card(FAM(S)).

Et on a clairément card(FAM(D)) < colit()d) par la définition de colit. []

La réduction & & va donc plus loin que s, pour un cofit inférieur. On a

donc toujours intér8t & travailler dans 1l'espace des ré&ductions compl&tes,

2.6, Réductions optimales par rapport & une approxXimation

Soit a ¢ &+ (M) une approximation de M, on essaie de caract@riser les r&duc-—
tionsd e R (1) qui dépassent a, c'est~3i-dire telle que a £ w@@), en un
cofit minimal, Intuitivement, les réductions compl&tes qui contractent les

radicaux de gauche "critiques pour a" semblent candidates.

2.6.1. Définition : Si ac-dt(M) est tel que Min(w(M),2) # a
(voir IV.2.2.6), le radical de gauche critique pour 1'approximation a,

noté GCa(M), est défini par :

1) GCa(M) =R sico(M =0 # aet si R est le radical de téte de M.

208
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2) GC (M) = GC (M.) si M= X X Xge oo X X MIMZ"' sl

J .
}\ X Xy o X X 218,008 et s1 1 est minimum tel que 1 £ i £ n et

Min(m(Mi) ,ai) # as.

La réduction de gauche critique pour L'opproximation a est la réduction qui

ne contracte que des radicaux de gauche critiques pour a. Nous notons aﬁa(M)

cette réduction.

Remarquons que l'on a Min(w(M),a) # a ssi a £ w(M). En outre, nous savons
que eﬂa(M) est finie par IV.2.4.4 et on aja(M) <P ssi a L Val{®) pour toute
réductiond deR” (D) toujours par IV.2.4.4. Nous alloms voir que cette réduc-

tionaﬂa(M) se compléte bien.

%2.6.2. Définition : La réduction de gauche compléte critique pour

-

a e (M) est la réduction complite issue de M qui contracte & chaque &tape
1'ensemble f-complet de radicaux gqui contient le vadical de gauche critique

pour a, Notons .ia(M) cette réduction.

2.6.3. Lemme : Soit J)une yéduction M 3N et a ().

1) GCa(M)/e$ {GCH(N)} si & est la réduction M Z?N et GCa(M) éﬁf.

J_m

il

2, /D

Démonstration : analogue & 1.3.5.

1) 81 o) = @, alors § # a puisque Min{(w(¥),a) # a. Et GCa(M) = R oi
R est le radical de t8te de M. Comme R é?', 1'expression N n'est pas en
f.n.t et contient un radical de téte S. De_plus' on a R/.3= {8}. Donc, |
comme w) =0 +#a, onasd-= GCa(N). Si M =1 Xlxz...x X M1M2...M comme
Min(w(),a) # a et a ¢ (M), ona a = A XIXZ"'X X alaz...a et il existe
un i minimum entre 1 et mn tel que Min(w(M.),ai) # a;. Par dé&finition
GC, () = 6C, (M;). O N = X %Xy ..x »x NN, N et M 3 N, pour tout k.
Par récurrenfe sur la taille, on a GCa- (Mi)/.Z)i = {Gca.(Ni) _} si 'Di est la

' i i

Py . : i . o .
réduction Mi > Ni oti ?; est le sous—ensemble de ‘:'rdes radicaux contenus

dans Mi' Or, pour tout ] tel que 1 < j < i, on a Hin(m(Mj),aj) = ai et
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donc Min(m(Nj), aj) = aj puisque w(Mj) < w(Ni) par IV,2.3.2. On a donc
GCa(N) = Gca.(Ni)'

i
2) Par récurrence sur <n,{> en se servant de la premiéré partie si n et £

sont les longueurs de etﬂa(M).D

2.6.4. Lemme : Si '@a(M) <P, alors FAM(@a(M)) c FAM@).

Démonstration : Par récurrence sur la longueur de @a(M). Le
cas ol aﬂa(M) =& est trivial., Si @a(M) = (3 ;P ® Q), alors R = GCa(P).
or g’ S.‘&a(M) <P et, par récurrence, on a FAM($') = FAM(#). Posons
eﬂl =3/ . Comme -Z‘a(M) <, on a R/J] = @. Si 31 ne développe pas R
(voir IV.4.2.3), alors R/nﬁl = {GCa(N)} # 0 sid est de la forme M ix

par 2.6.3, IDc-anl développe R et on a [(R,d ")) e FAM(J) en appliquant

trivialement la définition de FAM et de ~ et en se servant de 11.2.2.6. (I

' 2.6.5. Proposition : On a& (2 (1) =°§a(m)

Démonstration : Par récurrence sur la longueur deoﬂa(M). Le cas
oil nﬁa(M) = est trivial. Siaﬁa(M) =e31;$2 oii 31 est de la forme M 5 MI
ethz de la forme M, R N, alors 032 =43a(M]) et&’(a%(ﬂ)) = (?.(\31) s Plc":; Q
oii ¥ = {S](R,ﬁl) e (S,f(eﬂ]))}. Or @] < ?(Jl) par 2.5.6 et
@I;(f(oal)/cﬁl)) fvf(oé]) par I1.2.2.6. Considérons les ensembles ?’1 _et?-"
tels que (R,.ﬁl) < (3;,2’(&})) (voir 2.3.1) et &' = {SI(S,f(aﬂl)_f\a (Rl,?(.al))
et R¢ ‘3:']}. On a F=3F". En effet, par 2.6.3, comme R = Gca(M]) on ne peut
avoir que deux cas. Soit '3:; = § et alors eﬂa(M) 3 ?(@l). Donc, par 2.6.3.,
on a FAM(.ﬂa(M)) = FAM(Z'(@I)) et = $ par 2.5.5. (Donc F' = ¢ puisqu'on a
toujours & C‘T:). Soit ﬁ'] = {GCa(P])} et alors fﬁ: =K . De”plus, 1'ensemble
F est 1'ensemble f-complet qui contient Gca(Pl)' Enfin, quand gﬂa(M) se

termine, on a a < w(@a(M)) et donc a < w(g’(,@é(m))) pﬁisque 3a(M) < ?(%(M)).[}
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2.6.6, Pr;oposition : Pour tout a e (M) et pour toutde R,

tel que a < w(d), on a :
l)oaa(M) < ) (et réciproquement oDa(M) <J = a < w@)
23, < £,m) < £

w(&6))

IA

3 as<u(@0n) <@ 0m))
4) Cofit( ?(oaa(m)) < colt(Z(d)) < cofit(®).

Autrement dit, la réduction de gauche compléte critique pour a est optimale

par rapport d a.

Démonstration 3

1) DE&ja démontreé en IV.2.4.4,

2) On a@a('M) < g(c@a(M)) par 2.5.6. Donc FAM(Q?)&(M)) c FAM(E,"(»%(M)))

par 2.6.4. Or la définition de & en 2.5.4. implique FAM(f(a?a(M))) < FAM(%(M)).
Donc FAM(@a(M)) = FAM(?(J%‘(M))). Donc, par 2.2.10, la réduction g(@a(M))

est compl&te relative & Q)a(M),_ c'est-3-dire relative a _EAM(‘%(M)}. Or on a
aussi 33(14) <o) par la partie 1. Donc 5)3(M) < 8(3) par 2.5.6. Ce qui

implique FAM(;Z?a(M)) c FAM(P@)) par 2.6.4. Or, par 2.2.10, la réduction?® ¢J)
est compléte relative & elle-méme, c¢'est—-d-dire relative & FTAMCE@D)).

Donc f(%(M)) est une réduction relative & 6(43) particulidre et, par le
théoréme des développements finis généralisés de TI.4.4.6, on a

£@,a0) = &e.

3) Onaa s w (‘Qa(M)) par IV.2.4.4, Le reste pr'ovient't'rivialement de la

partie 2 en se servant de IV.2.3.2.

4) Par 2.5.5, on a coﬁt(g’(@a(M))) = card(FAM(Za(Qa(.M)))).. Done
coﬁt(f('@a(M))) = card(FAM(ﬁa(M))) par le raisonnement de 1a partie 2. De
méme coiit (P@)) = card(FAM(E@))). Or dans la partie 2, mous avons vu gue
_ FAM(eﬁa_(M)) c FAM(E(@)). Donc coﬁt(?(uﬁa(M))) < colt(¥ed)). Par ail}eur_s, on
a colt(¥@)) < colit@) par 2.5.6. [

Mais, nous allons caract&riser exactement les réductions complétes optimales

par rapport 3 une approximation.
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2.6.7. Définition : Si a e #(M), nous dirons que '1'§n3émb£§_ fﬁ’ﬂg

radicaux est critique par rapport & l'approxvimation a ssi a n MIF/Q] # a.

Une réduction qui ne contracte que des ensembles de radicaux critiques pour

a est une rdduction critique par rapport & 1'approximation a.

Pour la définition de n, nous nous reportons i IV.3.1.4. Remarquons qu'une
expression M peut ne contenir aucun ensemble cJ":’c:lc'itique pour a e:ﬁ-(M). On
montre trivialement que cela se produit ssi a < w(M). Une réduction & eritique

pour a se terminera ssi son expression finale ne contient aucun ensemble

critique pour a.

2.6.8. Proposition : Un ensemble % de radicaux de M est critique

pour a e (M) ssi la réduction J’a(M) développe ¥

Démonstration : analogue 3 celle de 1.4.2.00 .

2.6.9. Proposition : Toute réductiom & critique par rapport d une

approximation a est finie et se termine en donnant une valeur plus grande

.. que a. | .

Démonstration : Par 2.6.8 et 2.6..‘3.,.91'1 a cl.'aifc'emént |5[ < [Ja(M)
si JDest issue de M et si [B] et ]aﬂa(M)E sont les longueurs de J et $a(M)'
On a@a(M) < o) aussi patr 2.6.3, Donc a £ w(@).l R

Les réductions critiques par rapport a une approximation (finie)

ont donc un comportement différent des réductions critiques de 1.4.3.

2.6.10. Théoxréme : Toute réduction o compléte et critique par

rapport & une approximation a ¢ F(M) est optimale, c'est~a-dire, pour tout

D tel que as w '), on a
1) J<BWD")
2) a < W) < BEW))

_3)- cofit(d) < cofit(?(2")) < cofit(P')
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Réciproquement, si Dest une réduction compldte optimale par rapport i a,
c'est~3-dire a < w(d) et cofit(@) < colit(d') pour toutD’ tel que a<w(d'),

alors Jest critique pour a.

Démonstration : Supposons D compléte et critique pour a. Par 2.6.8
et 2.6.3, on obtient FAM(#@) c FAM(-?a(M)). De plus, par 2.6.9, on a a £ w@).
Done aﬁa(M) < D et FAM(D) = FAM(&a(M)) par 2.6.4. Comme
FAM(D (1)) = FAM(E(J, (M) (voir démonstration de 2.6.6), les réductions 9
et 5(3 (M)) sont deux r&ductions complé@tes relatives 595 (M) grice &
2.2.10. D'oii D~ f(;j) (M)) par le théoréme II.4.4.6. De plus Lo
colitd) = cout(?(ﬁ (M))) par 2.5.5. La proposition 2.6.6 nous induit donc les
inégalités 1,2 et .3.. Réciproquement, il suffit de considérer I = f(@a(}i))
On a donc cofGt{@) < coﬁt(g(qéa(M)). Comme a < u{d), on a
coﬁ!:@) =\coﬁt(?(,9a(M))) par 2.6.6. On en conclut que o est eritique pour a
car sinon il existerait un n tel que °z>[n]; ('@a(M)/b [n]) seralt strictement

meilleure que &) par un raisonnement analogue a 2.6.8. [J

Rappelons que la forme normale d'une expression en est une approximation
particuliére Nous venons donc de montrer que la réduction normale compléte,
-alns:L que. les différentes stratégies de 1.4 retraduites sous forme de réduc- -
tions complétes, sont optimales pour obtem_r la forme normale. Mais, nous

nous intel:'ess_ons aussi aux eXPI‘ESSlOHS sans forme nmormale.

2.7. Réductions optimales

Nous reprenons une dé&finition de Vuillemin [§Z].

2.7.1. Définition : Une reductlone?(eventuel}ement infinie) issue

de M est uniformément optimale ssi, pour toute appxommatlon a edE(M) et

pour toute réduction ' finie telle que a = w@'), il existe un n = 0 tel

que a < m(aﬁ[n]) et cofit (D {n]) .s colt(d').

2.7.2. Proposition : En général, il n'existe pas de réduction uni-

formément optimale,
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Démonstration Soit M= x{Izx)(Ix) of I = Ay*y et R et S sont
les deux radicaux de M, Il n'y a que trois r&ductions issues de M, c'est-
d-dire M R Ml = xx(Ix) + N = xxx, M 3 M2 = x{Ix)x =+ N et Ms—EN s °F = {R,81}.
On vérifie aisément qu'aucune de ces réductions est uniformément optimale.[]

Vuillemin [4%1] échappe 3 ce probléme en introduisant un concept
de sédquentialitd qui force le calcul d'un argument quand on est dans la
situation correspondant aux f.n.t dans les programmes ré&cursifs. Nous fai-

sons la définition suivante.

2.7.3. Définition : Une dirsction d'umne expression M est toute

N iyt ; -
chaTne X strictement croissante de & (M). Une direction X est correcte

551 l.iX._~ M. La dlrectlon d'une reductlon &D(eventuellement 1nf1n1e) est.

 1 ensemble X = {w(dﬁ ])[n > 0}

2,7.4. Définition : Une redﬁctzonva (eventuellement 1nf1n1e) 1ssue

de M est optimale par rapport 4 la divection X de M ssi, pour tout a ¢ X,

il existe un n = 0 tel'queéb[n} soit optimale par rapport & 1'approximation a.

" 2.7.5. petinition : Un ensemble ¥de radicau de M est eritique -
par:répport i la direction X de M ssi Fest critique par réppdft dacX.
minimum tel que a n w(M) % a. Un e;semble Fde radicaux de M est crucial par
rapport & la direction X de M.ssi anM[Rel = w(M) ol a ¢ X eét minimum

tel que a n (M) # a.
Toute réduction qui ne contracte que des ensembles de radicaux critiques
(respectivement cruciaux) par rapport 3 une direction donnée est une réduc-

tion cfitidue'(respectivement slire) par rapport i cette directionm.

' 2.7.6. Théoréme : Toute réductidnx$(éventuellemeﬁt infinie) issue

de M, complé&te et critique par rapport & une direction X dé M est optimale

par rapport 2 X.

Démonstration : Il suffit de montrer que, pour tout a ¢ X, il

existe unn = 0 tel queoﬂ[h:I est compléte et critique par rapport a a,.
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gfﬁce 4 2.6,10. Nous raisonnons par récurrence dans X, Considérons b ¢ X
tel que b est maximum et b [ a et b # a. Par récurrence, il eXlste‘,:DE 3
tel quewgt ] est critique pour-b. Donc=3L ]est critique pour a, puisque
al betb[ MIA\Q]  impliquent & [ MA@l pour tout M et . On a done
b [ m(oﬁ ]) grice 3 2.6.9. Et, par définition, si &= (J[ ],eZ') Y,

reductlon&b' débute par une réduction critique pour a. Il existe donc
nz2zm =0 tel queﬁD{n:I est critique (et compléte) par rapport & a, grice

a 2.6.9.01

2.7.7. Proposition : Toute réduction J’(eventuel ement infinie)

issue de M, compléte et sfire par rapport & une direction X de M est optimale

par rapport a X.

Démonstration : par 2.7.6 car toute ré&duction siire par rapport i

X est critique par rapport & X. [I

2.7.8. Proposition : Toute 7éduction & issue de M_optimale par

rapport d une direction X de M n'est pas forcément optimale dans sa direction.
PD _ P P

i

Démonstration : Posons M = (Ay-h(K(ya)b)y)(II), K = Axys*x et

= Ax+*x. Alors M 3 %z a I, Considérons la dlIECthn X = {Q x0Q, X&Q}

La réduction M + M]+ Mi‘+ M3‘+ N est optimale par rapport & X, ol
M1 = x{K(IIa)b){(I1), M2 = x{(IIa){II), M3 = x(Ja) T et N=xa I. Or la 3
direction Y deJ est 1lensemblelQ, x00, x0TI, xall eta? & 'est pas 0pt1ma1 '

pour xQL.[1

On peut se demander quel est 1'intér8&t pratique du théordme 2.7.6. On peut

remarquer que rien ne nous empéche de considérer une direction correcte et

il existe donc des ré&ductions optimales et correctes. Tout le probléme
consiste donc & deviner une direction correcte., Cela est impossible puisque i

la relation M # © est indécidable (voir Wadsworth [4471). On peut donc retenir
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que les stratégies de la fin de 1.4 retraduites sous forme de réductions

compldtes et modifides dans le cas odi M = Axlxz...xm-x MIMQ...Mﬁ en ré&dui-

sant al@atoirement un des Mi sont de bonnes stratégies en moyenne.Remar-

quons une nouvelle fois que, si M a une forme normale, toutes les ditrections
maximales de M sont correctes et qu'alors il suffit de considérer toute ré-

duction optimale par rapport 3 ces directions pour obtenir la forme normale

en un coiit optimal.
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CONCLUSTON

Nous n'avons pas résolu un certain nombre de probldmes. Le
plus important d'entre eux est donec de trouver une implémentation pratique
correspondant aux réductions optimales que nous avons montrées au chapitre V.
11 semble a priori qu'une telle implémentation existe et ne doit pas &tre
tr&s compliquiBe, puisque le mécanisme d'Etiquetage qui correspond d la notion

de famille n'est pas tré&s complexe.

I1 serait 8galement intéressant de trouver une relation opéra-
tionnelle\extensionnelle simple corrxespondant i notre interprétation du
chapitre iV, mais il est vraisemblable que cette relation fait intervenir
des §-r&gles (voir Church [4{1). Par S-r&gle, on entend des r&ductions de la
forme & MIMZ...M£‘+'N ol § est une constante et M],M ,...Mh,N sont des
expressions quelcongues (On ge place alors dans un A~calecul €tendu par la
présence de quelques constantes). Le probléme est alors de veiller & ce que

la proprié&té Church-Rosser soit toujours vraie.

Comme prolongements, on peut d'abord se demander si ce que nous
avons fait reste vral dans des systémes de ré8eriture plus généraux que
le A-calcul. Une mani&re adéquate de faire cette extension semble &tre une
méthode axiomatique dans des syst&mes de remplacement d'arbres similaires
d ceux de Rosen [B¥let 0'Domell [3{]. Peut-on définir aisément la notion
de famille de radicaux dans de tels systémes ? Peut—on se servir de pré—
dicats bornés pour prouver des propriétés syntaxiques non connues ? Par
exemple, le A-calcul avec la f-régle et une S-ré&gle de la forme MM »+ M
dont 1'aspect Church-Rosser est inconnu (probl2me soulevé par Mann et

Hindley) ?

On peut &galement essayer de refaire la construction du chapitre IV

en ajoutant de nouvelles régles de réécriture.
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APPENDICE |

COMMENT TROUVER LE A-CALCUL ETIQUETE

Nous sommes partis du A-calcul de Hyland [ {4let Wadsworth [44]
qui est une version syntaxique de la conmstruction du mod&le D_ de Scott [3%].

Nous rappelons ce A-calcul.

Expressions : Comme dans A, mais toutes les sous-expressions admettent

.

un entier comme exposant. Formellement, on considére 1'ensemble A'

contenant
n . : . :
® si 1 ¢ N et x est une variable
N . .
(x " sin e¢lN et U g A" et x est une variable

" sinel et U,Ve '
.1§£53é§fion'::Pdﬁr Uﬁg,A"ef n e'”N; 1'opérati0n U[ﬁj éSf défi#iérpérr-:'"
2= x
Fml” * P
((x1) = (Ax+1)
0 [m] P
uv 4 = (UV
(uv) [m] (uv)

oi p = inf{m,n}

Substitution : En ignorant les problé&mes de o—conversion, on définit

ULx\V] par

1 .

xn[xﬁvj v£n]
v Lx\V] v st v # »

( Oy [R\V] = Qy-Ulx\v])"

U, U)" [x\V] = (U,[x\V] ULy

Conversion : Toute sous-expression de la forme ((J\x»U)IIH

par ULR\Vp g 1pqr gy

V)m est remplacée




2
4

5 - . oo I ' - . )
Te depré d'un radical Iy est n at la conversian ntest dono
& \

3 non oul, En foiz, Wedsworth Fif]

o
o
rn
Bl
fn ]

ie gue pour les radicaux de des

o
fo-
consid3re Bgalement vne rigle pour le vas d'ua degrs el em intzodsisant
?:

une constante Q. Mals nous avons wonlc® en [23lque c2 ¥-caloul avaii Ja
propriétd Church-Rosser. '
Nous essayons de généraliser cetie pr 1288 Chuech-Ressen en cossitErant
an systéme arbitrvaire 4'exposanis.
ressions : Nous ccensidérons un enmsewbla }, conts
SRS amnre Fa
i _a
| o= 81 o € B et x waridble
ey O s , . s s
{Ax-1) sioeE, Ug z\_.F et x warixble
o . R
{(Uv) 5i 0 e B et ¥, Vi A,
]
Preojection : Pour U e AE et aef, Blapdcation £{n, E) est dEfinie pr
g8 v
fCa,x) = x'
i . X,
£(o, QxeT)™ = Oty - - 1

ff.oc,(Uv)S) -y
ot y =P la,8).

Substitution : Comme plus haut,

it

( X Lx\V] = £{a, V)
ya[x\v,] yo; 31 v # x
Oy % [x\V1 = QyeUl=\TH

(0,U)% [x\VT = (U, [x\V] &

i

; } PR ‘f .. -
on : Toute sous~expression de la forme (-(Axw—}i‘?}g” gt remplacie

par Li(o,B, U [x\g(a,8,Y31) =i un préficat ¥la,R) est sSrifEs,

11 ne nous reste plus qu'd trouver des fonctisns E{ofsst-R-dire @),

- s qe £ 4 g
g et h et un prédicat .V remiant ce A-calenl Church-Besser.

lificatrice gqui fait

»

_Nous faisons une hypothise g =it kst un effet ' ;

.locaiw




Hypoth&se simplificatrice 1

g(a’B: XY) = X6 h(a,ﬁ, Xv) = X€
gla,8, (AxT)N) = (;\x-U)6 h(a,8, Qx-Y) = Ox.ME
gla,8, MY = (UV)6 h(a,B, (UV)Y) = (UNE

ot § = x(u,8,v) et & = $(a,B,v).

: . . - R
Nous essayons de montrer que si R et § sont deux vadicaux de U et s1i U >V

. . * * .
et U‘§-W, alors il existe X tel que V + X et W + X. Nous allons faire cette
démonstration par buts successifs. Dans un premier temps, nous ignorons le

prédicat P et nous supposons donc _@(Q,B) vrai pour tout o et B.

But 1 : Si U=+ Vet U»W, alors il existe X tel que V 3 X et

Démonstration : On se raméne au cas ol U = ((AX-UI)QUZ)B
et V = h{g,B, Ui[x\g(a,ﬁ, Uz)]} et W= ((lx-Wl)Ot WZ)B avec soit Ul a—W]

= . - . _ ' .
et U2 wz, soit U1 W1 et U2 +-w2. I1 suffit alors d'aveir

h(G,B, Ul[x\g(ﬁ,ﬁa Uz)])'i h{a,B, W][X\g(&,s, wz)])'D

Nous subdivisons ce sous-but en quatre parties :

ULx\W]

N3

1.1. : 81 V -~ W, alors U{x\V]

ok

1.2, : 8i U ~»V, alors U[x\W] - VEX\W]
1.3. : 8i U » ¥, alors h{(a,B, U) 3 h(a,8, V)

i.4k, : 81 U + V, alors g{«,B, U)<§ g(a,B, V).

But 1.1. : Démonstration : Par récurrence sur ||U|], on se raméne

au=x" Donc le but 1.1 est 8quivalent au but 1.5 suivant

1.5. : 81 U+ V, alors f(a,U)-i f(a,V). ]




But 1.2. Démonstration : Par r@currence sur ][U]i, on se raméne
avu= ((Ay-U,)“Uz)B >V = h(a,8, U,Iy\gla,B, Uy)1). Alors

Urx\W1 = ((AV-U;)G Ui)B odl U; = Ul[X\WE et Ué = UZEX\WJ. 11 suffit donc

d'avoir
h((}.,ﬁ, UI[Y\g(Ol,B, Uz)]) [X\IJ] = h(Dﬂ,B)Uir_Y\g(a:B) Ué)})-
Nous subdivisons cette formule dans les trols nouveaux sous-buts.

1.6. : U[\VI[y\W] = ULy\WI[x\V[y\W]] ol ¥y # X et x n'est pas libre dans W.

1.7. : gla,8, V) [x\V] = g(a,R, U[x\VI])

\
1.8. : h{a,B, U) [x\V] = h{a,8, ULx\V])

Ces trols sous-buits suffisent 3 démontrer 1.2.[]

But 1.3. Démonstration : Par récurrence sur i[U|E, o sa raméne
30 = (O0x0370,)% >V = 1(y,6, U Ix\s(y,8, U)D. Or
h(a,B, U) =+ V' = hiy,e. U][X\g(y,a, U2)]) oii £ = ¢{ca,B,8). Il suffit de

montrer V' = h(c,B, V). Or cette relation revient exactement i satisfaire

les deux &quations suivantes pour tout a,B,yv,5,s de E.

~

(1 o, B,9(y,8,e)) = PCy,¥(a,B,8),e)

(2) x(y>8,e) = x(y,¥(a,B8,8),e).0

But 1.4. Démonstration : Comme précédemment, on se raméne i
U = (OxeU)0,)°% > ¥ = h(y,6, Ulx\g(y,8, U)D). Or
g(a,B, U) > V' = h(y,s, Ule\g(y,a; Uz)j) oli £ = y(«,B8,8). I1 suffit de

montrer V' = g(u,B, V). Or cette relation revient exactement 3 satisfaire

les deux équations suivantes pour tout u,B,y,8,e de E.




(3) x(0o,B,9(y,8,2)) = ¥{y,x(0,B,6),¢)
(4) X('Yyasg) = X(Y:X(G:B)_‘S)ss)

But 1.5 : Démonstration : A mouveau, on se raméne 3
U = ((J\xﬂ.ll)ﬁUz)Y + V = h(8,y, U;[x\g(B,y, U,) D). Or
fla, U) » V' = h(B,e, Ulfx\g(B,e, Uz)]) oi € =@ (a,y). Il suffit de

montrer V' = f(a, V), ce qui revient exactement I satisfaire les deux

€quations suivantes pour
(5) 9 (e b(857,6)) = B(B@(asy) )
(6) . x(Bsv,8) = x(B,¢(a,v),8) [

But 1.6 : Démonstration : Par récurrence sur ]|U[[, on se raméne

. o -
exactement au cas od U = x° et donc & un nouveau but

1.9 1 £(o, V) [y\W]. = £(a, VIy\W]) [

But 1.7, 1.8, 1.9 : Démomstration : On se raméne par récurrence

3 satisfaire exactement les troils &quations suivantes :

(7) . (P(X(QQBSY):ﬁ) = X(@;Bs ¢(Y36))

(8) $(¢QQB’Y)36) I,U(Olaﬁ‘, @(Y:S))

(9) @ (@(a,B),y) = @,0B,y)) 0O

-

On a donc neuf équations qui suffisent & démontrer la propriété@ de permuta-
tion exprimée dans le but 1. En fait, ces &quations suffisent & assurer la

propriété Church-Rosser en effectuant le méme raisonnement avec la technique
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de Martin-Lof. Or la dernidre de ces &quations indique que @ doit &tre asso-
ciatif. Ceci nous permet de trouver une solution simple des neuf E&quations
en faisanF correspondre 4 (@ la concaténation des chalnes de caractdres. Sup—

* . - = .
posons donc E = F  oit F est un certain ensemble de caractéres et 1'équation

9 est satisfaite en posant
@(G:B) = af

Les &quations 5 et 8 donnent 1'expression de § par récurrence puisqu’elles

deviemnent

aP(B,¥,8)
¢(358:Y)5

w(B,dY,ﬁ)
¢(3555Y6)

I

Soit e la chafne vide de E = F'. On obtient donec
B(a,8,y) = B pla, e, ey =B oy
si on pose o = ¥(u,e,e). De mBme, les &quations 6 et 7 donnent

x(Bs0yv,6) = x(B,v,8)
x(a,B,v8) = x(a,B,v)8

X(G:B:Y) = X(&,E,E) Y = gy

s

si on pose o = x(o,e,e). Alors les &quations 1,2,3 et 4 sont trivialement
satisfaites. On retrouve donc & travers les expressions de @,%,y le

A-calcul &tiqueté du chapitre 1I.

Pe plus, on montre que sif@(u,s) ne dépend que de o, alors lapropriété Church-

Rosser subsiste.




APEENDICE 2

HOMOMORPHISMES SUR LE CALCUL ETTQUETE

1) Homomorphisme 1

On retrouve naturellement le )d-calcul de Hyland [4%] et
Wadsworth [44 par 1'homomorphisme h suivant sur les &tiquettes de E ol Eo est

1'ensemble des lettres (voir chapitre II).
h{a) e 51 a ¢ Eo
h(ug) = Inf(h{(a), h(R))

h(a) =h(e) = hia) - 1

et h( ?ka)) = h({a) =2 1. Ce A-calcul est donc Church-Rosser et a la propriété

de normalisation forte, en appliquant nos théorémes du chapitre II,

2) Homomorphisme 2

On retrouve aussi un A —calcul de Morris [Z?]qui lui permet de don—
ner une définition de descendant de sous-expression. On considére 1'homomor—

phisme

h{(a) = a siacetk
h{aB) = h(B)
h(a) = ki) = h(a)

s}

Cet homomorphisme correspond aussi & la méthode de soulignement de
Barendregt [ 47. Ce calcul est donc Church-Rosser et fortement normalisable,

toujours par nos théorémes de II.




3) Homomorphisme 3

On retrouve aussi le A-calcul typé usuel. Soit
T - {1,1 1, 1L+ 1) >4, 1+ G +1),...} 1'ensemble des types fonctionnels
usuels construit sur le type &lémentaire t. On considdre 1'homomorphisme

suivant :

( h(a) ¢ ¥ sia e E

o
h(aB) = h(B)
‘ha) =¥ sih(a) =u~>v
hig) = u si h(a) = u + v

Alors, é\gquveauﬁla hauteur des &tiquettes est bornée et on obtient la pro-

priété de normalisation forte en corollaire de notre théoréme du chapitre II.

B
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