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Langage régulier (rationnel)
e Nombre impair de a et nombre impair de b
A — aB B — adA C — aD D — aC

A — bC B — bD C — bA D — bB
B —b C —a

Exemple de dérivation :

A — aB — aaA — aabC — aabaD — aabaaC — aabaaa



Langage algébrique (context-free)

langage {a™b"™ | n > 0}
S—aSb S — ab

Exemple de dérivation : S — aSb — aaSbb — aaaSbbb — aaaabbbb

systeme de parentheses
S — aSbS S — abS S — aSb S — ab
Exemple de dérivation :
S — aSbS — aaSbbS — aaabbbS — aaabbbaSb — aaabbbaabb

automates a pile [Chomsky, Schutzenberger]

On rajoute une pile au fonctionnement d'un automate fini
Par exemple pour {a"b™ | n > 0}. Table de transitions (q; €état
initial, Z dans la pile, F ' ={qa})

a, Z a, X b, X €4
a1 | (g2, 2X)
q2 (g2, XX) | (g3,€)
q3 (g3,€) | (q4,%2)
q4




Langage context-sensitive

e langage {a"b"c™ | n > 0}

S — € S— A
A — aABC CB — BC aB — ab bC' — be
A — aBC bB — bb cC — cc

Exemple de dérivation :
S— A — aABC — aaABCBC — aaaBCBCBC

— aaaBBCCBC — aaaBBCBCC — aaaBBBCCC
— aaabBBCCC — aaabbBCCC — aaabbbCCC

— aaabbbcC'C' — aaabbbccC' — aaabbbcece

Le contexte intervient : les dérivations ne font pas décroitre la
taille des mots.

Exercice 1 Donner une grammaire pour les langages suivants :
o {a"b"c"d" |n >0} e {a”2 | n >0}
o {uu|ueX*} e {a"b"cP |n>0,p>0}U{a™bPcP |n>0,p > 0}



Langages et Grammaires

Un langage L est un ensemble de mots sur I'alphabet X (L C ¥*).

Une grammaire est un 4-uplet G = (X, VN, S, P)

e > alphabet des symboles terminaux
e Vny ensemble de non terminaux, V =X U Vy
e S cVy axiome

e P ensemble fini de regles de productions de la forme a; — 3;
(a; EVT —%*, B, €V*)



Classification de Chomsky

type productions catégorie
0 a— a — €
1 a— 3 la| < |B| | context sensitive
2 A— [ context-free
3 A—aB A—a régulier

olaeVT —%* BeVT et A BeEVy, a€EX.

Une exception est possible pour |I'axiome S :

e il peut figurer dans une regle S — ¢

e alors il ne doit pas apparaitre dans une partie droite de production.



Langage géneéreé par une grammaire
e Une dérivation élementaire uav — uBv s’'obtient par application
d'une regle a — [ de production.

e Une dérivation © — v est une suite de dérivations élémentaires

U=ug — UL — uU...uUp =0 (n>0)

e Le langage genere par une grammaire G = (X, Vn, S, P) est :

L(G) ={u| S~ uex*)

e Un langage est de type 7 S'il existe une grammaire de type ¢ qui le
génere (0 <1¢<3). Soit L; les langages de type 7 sur X.

e Comme G de type 7+ 1 implique G de type 7, on a

L3 C Ly C L1 C Ly

o {a™b"|n>0}€ Lo— L3
o {a"b"c" |n>0}e L1 — Lo



Notations abréegeées

e Souvent on factorise les productions qui ont une méme partie
gauche grace au (méta)symbole | (barre verticale) :

a—B1]|B2]...0n

pour
a— 31 a— [ .. a— Oy

e Une autre notation fréquente est proche de la BNF (Backus Naur

Form), la fleche est remplacé par “::=

ax=0F|02]|...0n

e Par exemple, I'espace des termes t est défini par
tuo=t+t|txt|t—1t|t/t|nb

qui ressemble a une définition récursive. Parfois on duplique les
symboles non terminaux pour distinguer les occurences dans les
parties droites :

t,t =t +t |txt' | t—t"|t/t' | nb



Langage regulier et automate fini

Théoreme 1 Un langage est régulier si et seulement s'il est généré
par un automate fini.

e Démonstration : Si G est la grammaire (de type 3) générant L, on
considere I'automate non-déterministe A = (3, Vi, S, {qr},9d) tel que

Bedé(A,a) si A— aB
qr €6(A,a) si A —a

Alors T'(A) = L(G).

e Réciproquement, si L=T(A) et A= (X,Q,qo, F,d), on considere la
grammaire G = (%, Q, qo, P) telle que

A —aB si Bed§(A, a)
A—asid(Aa)NF #0

Alors L(G) =T(A). U



EXxpression reguliere et automate @ys)

e On admet I'équivalence entre automates finis avec ou sans
e-transitions;

e ON suppose que les automates finis n'ont qu'un seul état de fin qf
avec 6(qf,a) =0 pour tout a € X;

e de méme, on suppose qo ¢ d(q,a) pour tout g € Q et a € 3

@F 4 PO

e alors les automates finis reconnaissent les expressions régulieres
par les constructions suivantes.




EXxpression reguliere et automate (/s)

OO0 og o+ POy v

e [construction due a [Thompson] (lI'inventeur du systéme Unix)]



EXxpression reguliere et automate @ays)

Théoreme 2 [Kleene]l Un langage est régulier si et seulement s'il est
décrit par une expression réguliere.

e Démonstration : Par la construction précédente, on montre par
récurrence sur la taille de |I'expression réguliere que toute
expression réguliere est reconnue par un automate.

e Réciproquement, soit A = (3,Q,qo, F) avec Q =1{qo0,91,---Gn—1}-
Soit ij I'ensemble des mots permettant d'aller de g; a ¢g; en
passant par des états g, vérifiant £ < k. Alors

L?,z' = {etU{a|d(q,a) =qi}
LY ={ald(qi,a) = q;}

E+1 _ 1k k k \x1k
Li,j — Lz’,j ULz‘,k(Lk,k) Lk,j

Et L=T(A)=U, cpLy; O



EXxpression reguliere et automate @/s)

Pour (a + b)*ab, I'automate est :




EXxpression reguliere et automate (/5)

e |L’'automate obtenu par la construction précédente est
non-déterministe, il a beaucoup de e-transitions.

e On peut toujours déterminiser I'automate obtenu, et considérer
I'automate minimal.

e I| existe des constructions plus directes pour obtenir de bons
automates (peut-étre pas minimaux) [Glushkov ; Brzozowski ;
Berry-Sethi ; Berstel-Pin] en considérant les expressions régulieres
linéaires, et les expressions régulieres dérivées.



Mot vide dans une grammaire algeébrique

e Les productions A — « doivent avoir une partie droite non vide
(o # €) a I'exception de I'axiome.

e Or, dans le cours 6, on avait par exemple autorisé
S — aSbs S — €.

e Mais les deux définitions de grammaires algébriques générent les
meémes langages algébriques.
En effet, si on a B . ¢ et une regle A — aB3, on ajoute la regle
A — «af. Puis on supprime toutes les productions C — e.
Si on avait S — €, on considére un nouvel axiome S’ et on ajoute
les nouvelles régles S/ — eet S/ — S.

e Sur I'exemple précédent, cela donne successivement
S —aSbsS S —e€ S — abS S—aSb S — ab

S’ — € S"—-S S—aSbS S —abS S —aSb S — ab
Exercice 2 Supprimer les parties droites vides dans ces deux

grammaires vues au cours 6
S—e S—SS S — aShb

A—e A—[AnbAl



Forme normale de Chomsky

Toute grammaire algébrique a une grammaire équivalente dont les
regles sont de la forme A — a, A — BC (a € ¥), a I'exception de
I'axiome qui peut avoir une regle S — e.

Démonstration :
e On trouve les non-terminales B et C telles que B =, C.

e Siona A— aBp avec C — v et |y| > 2, on ajoute A — avp.
e Puis on supprime les regles A — B.

e A présent, les regles sont de la forme S — ¢, A — a, A — o avec
af > 2.
Pour chaque production A — a = X1X2...X,, on ajoute de
nouvelles non-terminales Y; et on pose
o Y, — X, quand X, € X

o A— X1Y2 Y2 — X2Y3 Ce Yn—l — Xn_an.

Exercice 3 Mettre en forme normale de Chomsky les grammaires de
|'exercice précédent.

La forme normale de Chomsky a une application : I'algorithme CYK pour analyser toute grammaire

context-free en temps O(n3)



Propriétés de clotures (1/2)

Un morphisme ¢ est toute fonction de X dans X7 étendue sur les
mots et sur les langages de maniere naturelle :

P(uv) = d(u)p(v) et @(L) ={é(w)|we L}
Les langages réguliers sont clos par morphisme.

Les langages algébriques sont clos par morphisme.

Les langages réguliers forment une algebre de Boole (clos par
union, intersection et complément).

Les langages algebrigues sont clos par union ;
ilIs ne sont pas clos par intersection puisque :
{a™b™c™ | n >0} ={a™b"c* | n >0} N {a*b"c" | n > 0}



Propriétés de clotures (2/2)

e Les langages algébriques sont clos par intersection avec un
régulier . L algébrique, R régulier = L N R algébrique

e Démonstration :
o G=(X,VnN,S,P) génere L;
A= (2,Q,q0, F) reconnait R;

e la grammaire G’ suivante génére LN R :
G =X, V,8, P
V = {A(M/ | AeVyolugq,q e QtU{S’'}
P’ contient les régles productions suivantes :
o A, , — Al, , A2 AT

90+9n 94,91 " 41,45 a1
si A— ALA2... A™ est une production de P avec :
AteVyUX et d(g, ,A")=q.si A'eX

o S"— S4y,q avec g€ F



Non expressivitée

e Lemme de |'étoile
Si L est régulier, il existe n tel que :
Vw € L |w|>n = w=wuvz avec |v| >0 et uwv™xz € L pour tout
n > 0.

Exercice 4 Montrer que {a”b™ | n > 0} n'est pas régulier
Exercice 5 Montrer que {a™ba™ | n > 0} n'est pas régulier

e Lemme de la pompe
Si L est algébrique, il existe n tel que :
Vw € L |w| >n = w = uvryz avec |vy| > 0 et wv™xy™z € L pour
tout n > 0.

Exercice 6 Montrer que {a"b"c" | n > 0} n'est pas algébrique.



Langage recursivement eénumerable

Théoreme 3 Un langage est de type 0 (dans la classification de
Chomsky) ss'il est récursivement énumérable.

e Démonstration : D'abord si un langage est de type 0, on peut
construire une machine de Turing qui le génere.

e Réciproquement, supposons qu'un langage L vérifie L =T (M) avec
M= (Q,%,T1,9,q0, B, F) est une machine de Turing. On construit la
grammaire G = (2 U{$},QuUT U{S,S’},S,P) avec comme
productions :

gX — Yp si (u,q, Xv) — (uY, p,v)

q$ — Yp$ si (u,q,e) — (uY,p,e€)

ZqX — pZY si (uZ,q, Xv) — (u,p, ZY)
7q8 — pZY$ si (uZ,q,¢) — (u,p, ZY)
S — qoS’

S’ — aS’

S"— $

Alors u$ € L(G) ssi w e T(M). U



Quelques exercices

Exercice 7 Montrer qu'il existe un algorithme pour reconnaitre un
langage contexte-sensitif, c'est-a-dire répondant oui si le mot d’'entrée
est dans le langage, et non s'il n'appartient pas.

Exercice 8 Montrer qu'il n’existe qu'un semi-algorithme pour
reconnaitre un langage récursivement énumeérable, c’'est-a-dire
répondant oui si et seulement si le mot d’'entrée est dans le langage. Le
programme peut ne pas fournir de réponse si le mot n'est pas dans le
langage.

Exercice 9 Montrer qu’il existe une analyse descendante fonctionnant
pour tout langage algébrique, mais avec retours en arriere
(backtracking) dans le mot d'entrée. Complexité ?

Exercice 10 Quel est la notion d’arbre syntaxique pour les langages
non algébriques ?

Exercice 11 Donner un algorithme pour trouver les non-terminales A
telles que A — ¢ dans un langage algébrique.

EXxercice 12 Donner un algorithme pour trouver les non-terminales A
telles que A —— B (B € V) dans un langage algébrique.



